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Espaco de Lorentz-Minkowski e intuicdes
Teoria de Curvas
Teoria de Superficies

Algebra Linear, Curvas e Superficies

Motivacdo zero

Se tivermos dois eventos p e q e consideramos o vetor
v = (Ax, Ay, Az, At) que os conecta no “espago-tempo”, e usando
unidades para as quais a velocidade da luz & 1, temos:

G5 (BN BN
At At At
e portanto: (Ax)? + (Ay)? + (Az)? — (At)? < 1.

Definicio

O espaco de Lorentz-Minkowski é o espaco R™ equipado com o
produto escalar (-, -)1. definido por

<va>L =X1Yyr+- - +Xn-1Yn—1 —XnYn.

Escrevemos L™ = (R™, (-, -)1).

4

Ivo Terek Couto, OSU Contrastes entre Geometria Riemanniana e Lorentziana



Espaco de Lorentz-Minkowski e intuicdes
Teoria de Curvas
Teoria de Superficies

Algebra Linear, Curvas e Superficies

O produto (-, -)1 ndo & mais positivo-definido!

Defini¢do (Carater Causal)

Um vetor ndo-nulo v € IL™ é de:
O tipo espago se (v, v)1 > 0;
@ tipo tempo se (v, V)L < 0;
@ tipo luz se (v,v)r =0;

Para identificar estes vetores, fagamos n = 3 e analisemos as

superficies de nivel de x> +y? —z%2 =c.

® Se ¢ > 0, um hiperboloide de uma folha;
® Se ¢ < 0, um hiperboloide de duas folhas;

® Se ¢ =0, um cone (chamado cone de luz).
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Teoria de Curvas
Teoria de Superficies
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Espaco de Lorentz-Minkowski e intuicoes
Teoria de Curvas
Teoria de Superficies

Algebra Linear, Curvas e Superficies

Tipos de subespacos

A nocio de carater causal & generalizada para outros objetos
geométricos, como subespacos de IL™. Para n = 3, temos:
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Espaco de Lorentz-Minkowski e
Teoria de Curva:
Teoria de Superficies

Algebra Linear, Curvas e Superficies

Ortogonalidade

E como fica a ortogonalidade relativa ao produto (-, )7

Isto é facil de entender se vocé lembrar que na geometria
Euclideana, qualquer reta passando pelo centro de um circulo o
cruza ortogonalmente:
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Espaco de Lorentz-Minkowski e intuicdes
Teoria de Curvas
Teoria de Superficies

Algebra Linear, Curvas e Superficies

Proposi¢do (Uma pequena bizarrice)

Dois vetores de tipo luz em L™ s3o ortogonais se e somente se sdo
proporcionais.

| A

Demonstracao:

Fixe um vetor de tipo tempo unitario u € L™ (por exemplo, o vetor
candnicou = (0,...,0,1)) e escreva L™ = u' @ Ru. Escreva os
vetores de tipo luz e ortogonais v, w € L™ como

vV=vo+au e w=wy+bu.

Dai <VO,Vo>]_ = (12, <V(),Wo>]_ —ab e <W0,Wo>]_ = bz.

Logo (bvy — awy, bvg — awp)r = 0. Mas bvy — awy é de tipo
espaco, logo deve ser o vetor nulo 0.

Segue que bv — aw = 0 também. O

v
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Espaco de Lorentz-
Teoria de Curvas
Teoria de Superficies

Algebra Linear, Curvas e Superficies

O(n,R) versus O(n, R)

Em geral, & importante entender quais as transformagées que
preservam o produto escalar que estamos usando.

® Se A: R™ — R™ é tal que (Av, AW)g = (v, W) para todos
v,w € R"™, entdo A é uma transformagdo ortogonal. Por

exemplo:
cos® —sen@
A= (sene cos 0 )
® Se A: L™ — L™ é tal que (Av, Aw)r = (v, w) para todos
v,w € L™, entdo A & uma transformacdo de Lorentz. Por

exemplo:
(cosh @ senh (p)

senh @ cosh ¢

(Bonus: preservar o produto automaticamente implica linearidade!)
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Espaco de Lorentz-Minkowski e intuicdes
Teoria de Curva:
Teoria de Superficies

Algebra Linear, Curvas e Superficies

Tipos de curvas

O tipo causal de uma curva o: I — I3 é definido a partir do tipo
causal dos seus vetores velocidade o’(t).
Interpretacdes:

® curvas de tipo tempo representam linhas de universo de
particulas com massa positiva;

® curvas de tipo luz representam trajetérias de particulas sem
massa, como prétons ou neutrinos.

® curvas de tipo espaco representariam velocidades maiores que
a da luz, e portanto n3o tem significado fisico explicito.

Isto nos d& uma intuicdo para o fato de que enquanto toda curva
em R3 admite uma reparametrizacio com velocidade unitaria, isto
é impossivel para curvas de tipo luz em IL3.
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Espaco de Lorentz-Minkowski e intuicdes
Teoria de Curvas
Teoria de Superficies

Comprimentos e pardmetros “bons”

Para curvas de tipo espaco temos um comprimento de arco, e para
curvas de tipo tempo temos o seu tempo préprio:

Lia] = L Via/(t), o/ (t))rdt e tal = L V—{a!(t), a’ (1)) dt

Para curvas de tipo luz com a/(t) sempre de tipo espaco, ha o
pardmetro de arco-féton, tal que ||&” (d)||L = 1.

Algebra Linear, Curvas e Superficies

Assim, é possivel prosseguir com a Teoria de Curvas.
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Espaco de Lorentz-Minkowski e intuicdes
Teoria de Curvas
Teoria de Superficies

Algebra Linear, Curvas e Superficies

O Teorema Funda al das Curvas — r

A curvatura k e a torcdo T completamente classificam curvas
(regulares) em IR3 a menos de movimentos rigidos, e também a
maioria das curvas em 3.

Mas para curvas em L3 com plano osculador de tipo luz isto ndo é
possivel, pois nem temos um referencial de Frenet adaptado a
curva! Por outro lado, ha um referencial n3o-ortonormal adaptado
a tais curvas que as caracteriza com um dnico invariante 6!

0 kK 0 0 1 0 01 0
—enk 0 T S 0 1 0 © 0
0 et 0 0 © 0 1 0 -6
o admissivel luz semi-luz

(¢, € {—1,1} dependem do tipo de «)
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Espaco de Lorentz-Minkowski e intuicdes
Teoria de Curvas
Teoria de Superficies

Algebra Linear, Curvas e Superficies

Superficies em L3

O tipo causal de uma superficie S C I3 é definido a partir do tipo
causal dos seus planos tangentes Tp,S.

Para superficies ndo-degeneradas, temos todos os conceitos
classicos:

® Primeira Forma Fundamental: I;

® Segunda Forma Fundamental: II;

® Aplicacdo de Gauss: N;

® Mapa de Weingarten: —dN;,

e Curvaturas média e Gaussiana: H e K;

e Teorema de Bonnet: classificacdo de superficies via equacdes
de compatibilidade;

® Superficies minimas/maximas: H = 0 (“criticas”).
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Espaco de Lorentz-Minkowski e intuicdes
Teoria de Curvas
Teoria de Superficies

Algebra Linear, Curvas e Superficies

Representacdo de Weierstrass

No estudo de superficies minimas em R3, é comum identificar os
dominios de parametrizagdes de uma superficie com subconjuntos
abertos de C.

Assim, uma parametrizacdo x: U — x[U] C S & vista como uma
funcdo x = x(z, z).

Adotando este ponto de vista e usando técnicas da analise
complexa, pode-se mostrar que toda superficie minima é localmente
representada por uma tripla de funcées holomorfas (b1, d2, ¢3)
tais que cl)% + (IJ% + cl)% =0.

Propriedades geométricas da superficie sdo deduzidas dos dados de
Weierstrass (b1, &2, ¢3).

Eem 137
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Espaco de Lorentz-Minkowski e intuicdes
Teoria de Curvas
Teoria de Superficies

Algebra Linear, Curvas e Superficies

C versus C’

Se S C I3 é uma superficie de tipo espaco, tudo funciona como
antes e obtemos dados de Weierstrass holomorfos (b1, ¢2, d3)
com (I)%+c|>%—c|>§ =0.
Se S C I3 é de tipo tempo, precisamos substituir C pelo anel dos
nimeros para-complexos C' ={a+hb|a,b € R e h? =1} e lidar
com dados de Weierstrass para-holomorfos.

e divisores de zero em C’ correspondem aos raios de luz em I.?;

® para-holomorfia # para-analiticidade (nada de séries);

® equagbes de Cauchy-Riemann revisadas: u, = vy e Uy = Vy;

® sem Férmula Integral de Cauchy;

® sem Teorema de Liouville;

® 3 parte real u de uma fun¢do para-holomorfa satisfaz CJu = 0

ao invés de Au = 0.
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Espaco de Lorentz-Minkowski e intuicdes
Teoria de Curvas
Teoria de Superficies

Algebra Linear, Curvas e Superficies

Problemas de Bjorling

Representacdes de Weierstrass s3o uma ferramenta importante
utilizada na resolu¢do do chamado problema de Bjérling, cujo
enunciado é simples:

“Dada uma curva «: 1 — IR e um campo de vetores unitarios
V:1— R3 ao longo de « e ortogonal 4 «, existe uma superficie
minima x: I x (—e, €) = R3 com x(t,0) = a(t) e N(t,0) = V(t)
para todot € 17"

Tal superficie existe e é tnica. Mas em IL3, o tipo causal de &
passa a importar! Variantes do problema de Bjorling em outros
espacos ambiente, Riemannianos ou Lorentzianos, ou em dimens3o
maior, sdo pesquisados até hoje.
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Espaco de Lorentz-Minkowski e intuicdes
Teoria de Curvas
Teoria de Superficies

Algebra Linear, Curvas e Superficies

Hora de trocarmos de marchal

O show continual
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Orientabilildades?
pl

edades, Espac coisas N . "
ncias Intrinsecas’

Variedades Lorentzianas

Definicdo

Uma métrica Lorentziana em uma variedade diferenciavel M é uma
escolha suave de produtos escalares Lorentzianos g, em cada
espaco tangente T,yM. O par (M, g) é chamado uma variedade
Lorentziana.

Definicdo

Uma métrica Lorentziana em uma variedade diferenciavel M é
temporavelmente orientavel se existe um campo de vetores de tipo
tempo V globalmente definido em M. Uma variedade Lorentziana
conexa (M, g) com g temporalmente orientada é dita um
espaco-tempo.
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Orientabilildades?

edades, Espacos-Tempo e coisas N . "
ncias Intrinsecas’

Primeiras diferencas

Toda variedade diferenciavel admite métricas Riemannianas.

Mas ha obstrucdes topoldgicas para a existéncia de métricas
Lorentzianas!

Teorema

Dada uma variedade diferenciavel M, sdo equivalentes:
©® M admite uma métrica Lorentziana;
@ M admite uma métrica Lorentziana temporalmente orientavel;
@ M admite um campo de vetores que nunca se anula;
@® M é ndo-compacta ou x(M) = 0.
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Existéncia? Orientabilildades?
Causalidade e completude

Variedades, Espacos-Tempo e outras coisas P B o
Distancias Intrinsecas

Demonstracdo (de mentirinha)

(:

(ii): Fixe uma métrica Riemanniana h em M e um campo
de vetores X que nunca se anula. Entdo

hy (v, Xy )hy (W, Xy )
hy (X, Xx)

gx(V,w) =hye(v,w) -2

define uma métrica Lorentziana em M para a qual X
é de tipo tempo. O
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Orientabilildades?
e completude
“Distancias Intrinsecas”

Independéncia de orientabilidades

A orientabilidade “espacial” de uma variedade M é completamente
independente da orientabilidade temporal que qualquer métrica
Lorentziana que M eventualmente possua.

Variedades, Espacos-Tempo e outras coisas

Exemplo

Em IR?, considere a métrica Lorentziana
8(x,y) = COS(ZT{X) (dxz — dyz) — ZSEH(ZT[X) dx dy

Esta métrica é temporalmente orientavel com (uma possivel) seta
do tempo dada por X(y ) = (sen(7x), cos(7rx)). Como temos
g(0,y) = —8&(1/2,—y) € 0s cones de luz de IL? sdo rotacionados...
esta métrica passa para o quociente, definindo uma métrica
Lorentziana temporavelmente orientavel em uma faixa de Mébius.

v
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Existéncia? Orientabilildades?
Causalidade e completude

Variedades, Espagos-Tempo e outras coisas P p "
Distancias Intrinsecas

Girando os cones de luz em I.2
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a? Orientabilildades?

edades, Espac coisas

A escada causal

A causalidade de (M, g) influencia sua geometria e topologia.

Definicdo

Um espago-tempo (M, g) é:
@ cronolégico, se ndo admite curvas de tipo tempo fechadas;
@ causal, se n3o admite curvas de tipo tempo ou luz fechadas;

@ estavelmente causal, se existe T: M — R que é estritamente
crescente ao longo de curvas de tipo tempo ou luz;

@ globalmente hiperbdlico, se cada diamante causal é um
subconjunto compacto de M.

Cada uma das condicées acima implica a proxima, mas todas as
reciprocas falham!
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a? Orientabilildades?

edades, Espac coisas

Mergulhos

Teorema (Whitney)

Toda variedade diferencidvel M admite um mergulho suave em
RN, para algum N grande o suficiente.

Teorema (Nash)

Toda variedade Riemanniana (M, g) admite um mergulho
isométrico em RN, para algum N grande o suficiente.

Teorema (Miiller-Sanchez, 2008)

Um espaco-tempo estavelmente causal (M, g) admite um mergulho
isométrico em ILN, para algum N grande o suficiente, se e somente
se admite uma fungdo temporal t ingreme (i.e., g(VT, V1) < —1 )
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ia? Orientabilildades?
Causalidade e completude
“Distancias Intrinsecas”

Viagem no tempo

Proposi¢do (Mais uma bizarrice)

Variedades, Espagos-Tempo e outras coisas

Nenhum espago-tempo compacto é cronoldgico.

Demonstracao:

Para cada evento p € M, o futuro cronolégico

existe uma curva de tipo tempo }

+ (1) —
M(p) = {q €M| futuro-dirigida de p a q

é aberto em M. Por compacidade podemos extrair uma
subcobertura finita de {I* (p)}pem: digamos, I (p1),..., I (p+).
Por exaustdo, p; € [T (py) para algum i, e temos um loop de tipo
tempo em p;. [

v
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Existéncia? Orientabilildades?
Causalidade e completude
“Distancias Intrinsecas”

Variedades, Espacos-Tempo e outras coisas

Se (M, g) é uma variedade Riemanniana, definimos dg(p, q) como
o infimo dos comprimentos de curvas ligando p a q. Assim, vale
que (M, dg) & um espago métrico.

Teorema (Hopf-Rinow)

Uma variedade Riemanniana (M, g) é geodesicamente completa se
e somente se (M, dg) é um espaco métrico completo. Neste caso,
dados quaisquer dois pontos em M, existe uma geodésica
minimizante os unindo.

Isto falha miseravelmente no caso Lorentziano! Por varios motivos.

® Ndo temos mais dg.

® Ha um tipo de completude geodésica para cada tipo causal, e
sdo todas independentes.

® Pior ainda, compacidade n3o implica completude.
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Existéncia? Orientabilildades?
Causalidade e completude

Variedades, Espacos-Tempo e outras coisas

“Distancias Intrinsecas”

Exemplo (Clifton-Pohl)

Em M = R2\ {(0, 0)}, considere a métrica Lorentziana

_ 2dxdy
ET ey

A agdo Z O M dada por n- (x,y) = (2™x, 2™y) é propriamente
descontinua e consiste de isometrias. Dai g induz uma métrica
Lorentziana no quociente T? = M/Z (compacto!) que nio é
geodesicamente completa, pois (M, g) ndo o é.

| \

Observacio

* Toda geodésica de tipo luz em T? é incompleta, mas as de
tipo tempo ou espaco podem ser completas ou n3o.

*x(M)=2-2g=0 < g=1.

y
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Existéncia? Orientabilildades?
Causalidade e completude

Variedades, Espagos-Tempo e outras coisas A . o
Distancias Intrinsecas’

| a
=4

/

p
\ |
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Existéncia? Orientabilildades?
Causalidade e completude
“Distancias Intrinsecas”

Variedades, Espacos-Tempo e outras coisas

Ha salvagdo para um espago-tempo (M, g)?

Definimos t(p, q) como o supremo dos tempos préprios das curvas
de tipo tempo ligando p a q. Mas se q & I (p) isto n3o esta
definido! E pode até ocorrer t(p,p) = 00!

N3o ha como (M, t) ser um espaco métrico. Mas...

Teorema (Avez-Seifert)

Se (M, g) é um espago-tempo globalmente hiperbdlico e
q € It (p), existe uma curva de tipo tempo futuro-dirigida com
tla] = t(p, q), e t é finita e continua.
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Existéncia? Orientabilildades?
Causalidade e completude
“Distancias Intrinsecas”

Variedades, Espacos-Tempo e outras coisas

E qual a moral da histéria?

Geometria Lorentziana é uma area muito rica cujo estudo requer:
® Geometria Diferencial

® Topologia (Algébrica)

Analise Complexa

Equacdes Diferenciais Parciais

Um pouco de Fisica

® ... e muito mais!

Obrigado pela atencdo!

- 1. T.C.
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