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Resumo

COUTO, L. T. Caracterizacoes de Subvariedades Marginalmente Aprisionadas em Formas Es-
paciais. 2018. 126 f. Dissertacdo (Mestrado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade
de Sdo Paulo, Sao Paulo, 2018.

Neste trabalho, estudamos as subvariedades das formas espaciais pseudo-Riemannianas M} (¢)
com vetor curvatura média de tipo luz, chamadas marginalmente aprisionadas, explorando as re-
lagdes desta condigdo (motivada pela Fisica) com varias outras hipoteses de cardter geométrico,
como A-isotropia, presenca de nulidade relativa e invariancia por um certo grupo de transfor-
macgdes de Lorentz. Em particular, apresentamos varios resultados de classificagdo e rigidez de
superficies marginalmente aprisionadas nos espacos de Lorentz-Minkowski LL*, de Sitter S{ e
anti-de Sitter IEI‘l1 nestes contextos, adaptando e generalizando resultados de [30], [39], [40], [46]
e [49].

Palavras-chave: superficies marginalmente aprisionadas, geometria Lorentziana, relatividade

geral.
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Abstract

COUTO, I. T. Characterizations of Marginally Trapped Submanifolds in Space-Forms. 2018.
126 f. Dissertacdo (Mestrado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sdo Paulo,
S3o Paulo, 2018.

In this work, we study the submanifolds of pseudo-Riemannian space forms M} (c) with
lightlike mean curvature vector, called marginally trapped, exploring the relations of this con-
dition (motivated by Physics) with several other assumptions of geometric character, such as
A-isotropy, presence of relative nullity and invariance by a certain group of Lorentz transforma-
tions. In particular, we prove several ridigity and classification results for marginally trapped
surfaces in Lorentz-Minkowski space I#, de Sitter space S} and anti-de Sitter space Hj in these
settings, adapting and generalizing results from [30], [39], [40], [46] and [49].

Keywords: marginally trapped surfaces, Lorentz geometry, general relativity.
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Introducao

Se (M, (-,-)) é uma variedade Riemanniana, uma subvariedade M C M é dita minima se o seu
vetor curvatura média é identicamente nulo: H = 0. Para subvariedades com bordo, tal condi¢do
reflete-se geometricamente no (na verdade, é equivalente ao) fato de tais subvariedades serem
pontos criticos do funcional volume:

d
— Vol =
dt o o (Mt) 0,

onde M; é uma variacdo de M, dentro de M, que fixa o bordo de M. Mostra-se (vide, por exem-
plo, Anciaux em [25] ou Osserman em [9]) que tais subvariedades na verdade minimizam local-
mente este funcional volume.

Outra condigdo relacionada com esta é a seguinte: M é dita totalmente geodésica se a sua Se-
gunda Forma Fundamental é identicamente nula: II = 0. Claramente, se M é totalmente geodé-
sica, M é minima. Tais subvariedades ndo possuem curvatura extrinseca, visto que a equacdo de
Gauss reduz-se simplesmente a

R(X,Y,Z,W) =R(X,Y,Z,W),

para quaisquer X,Y,Z, W € X(M), onde R e R denotam os tensores de curvatura das conexdes
de Levi-Civita de M e M, respectivamente. A classificacdo de tais subvariedades é conhecida em
diversos ambientes (por exemplo, as subvariedades conexas, completas e totalmente geodésicas
de R" sdo subespagos afins, enquanto as de §" sdo as grandes sub-esferas') e pode ser encontrada
em varios materiais, como [6] ou [15].

Nossa atengdo, entretanto, serd voltada para ambientes pseudo-Riemannianos, ou seja, aqueles
em que M estd munida de uma métrica ndo-degenerada, mas ndo necessariamente positiva-
definida (-, -). Ndo podemos deixar de introduzir a nomenclatura classica: um vetor tangente
v # 0 é dito de tipo espago, tempo ou luz conforme (v, v) seja positivo, negativo, ou zero. Esta
terminologia se estende de maneira natural para subvariedades de M.

Define-se, como no caso Riemanniano, um certo funcional volume, e mostra-se novamente
(Anciaux, em [25]) que uma subvariedade (com métrica induzida também ndo-degenerada) é
um ponto critico de tal funcional volume se e somente se o seu vetor curvatura média é iden-
ticamente nulo. Todavia, deixa de ser verdade que tais subvariedades minimizam localmente o
volume. Por exemplo, hipersuperficies de tipo espago no espaco de Lorentz-Minkowski

L= (R (dx)2 4o (da")2 = (dx")?)

sdo maximas para o volume.

A relagdo (H,H) = 0 é a condi¢do puramente pseudo-Riemanniana mais simples envol-
vendo curvaturas, e implica minimalidade no caso Riemanniano, sendo relevante ndo apenas do
ponto de vista da Geometria Diferencial, mas também possuindo interpretagdes provenientes da

ntersegoes de S com subespacos vetoriais de R"*1.



2 INTRODUCAO

Relatividade Geral em certas situacoes.

Quando o indice da métrica pseudo-Riemanniana é 1, esta é dita Lorentziana. Um espago-tempo
é entdo uma variedade Lorentziana conexa, munida de um campo de vetores de tipo tempo
definido globalmente, que nos permite definir matematicamente as nog¢des de futuro e passado
(vide, por exemplo, Beem, et al. em [13], ou Hawking e Ellis em [4]). Dois exemplos cldssicos
sd0 o proprio espago de Lorentz-Minkowski I mencionado acima, sendo o modelo mais simples
de espago-tempo livre de forcas gravitacionais, utilizado na Relatividade Especial (vide Naber
em [12], ou Terek e Lymberopoulos em [27] para aspectos geométricos), e o espaco de Schwarzs-
child, usado para modelar (entre outras coisas) o sistema solar ou as proximidades de um buraco
negro massivo (vide Carroll em [16]).

Na Fisica, as métricas de todos os modelos considerados sdo solugdes das celebradas equacdes?
de campo de Einstein, apresentadas em uma série de artigos no inicio do século XX:

1
Ric — ESg +Ag =8nT,

onde Ric, g e T denotam, respectivamente, o tensor de Ricci, a métrica®, e o tensor de energia-
momento do espaco-tempo, enquanto S denota a curvatura escalar da métrica. Ja a constante A é
chamada a constante cosmolégica do modelo, sendo interpretada como a densidade de energia no
vacuo do espaco. Tais equagdes tornam ainda mais explicita a relacdo entre Geometria e Relati-
vidade, medindo como a curvatura de um espago-tempo reage a presenga de energia-momento.

Na auséncia de energia-momento, ou seja, quando T = 0, temos duas particulares soluc¢des
das equacgdes de Einstein que merecem um certo destaque: o espago de de Sitter S] e o espago de
anti-de Sitter . Tais espacos possuem curvatura constante positiva e negativa, respectivamente,
sendo andlogos Lorentzianos diretos da esfera 5" e do espago hiperbélico H", do mesmo modo
que IL" esta para R". O espago S} possui A > 0, sendo entdo um possivel modelo cosmolégico
para o universo em expansado, quando n = 4. O espago HY, por sua vez, possui A < 0 e admite
curvas de tipo tempo fechadas (indicando a possibilidade de viagens no tempo) e, portanto,
é um modelo menos adequado para o universo. Apesar disto, o espago H}, bem como o seu
recobrimento universal, sdo amplamente utilizados no estudo de vdrias outras teorias, como por
exemplo em gravidade quantica, teoria das cordas e correspondéncia AdS/CFT.

Em suma, os espagos acima discutidos sdo conhecidos como as formas espaciais Lorentzianas:

L", sec =0,
Mf(c) = ¢S}, sec=1,

1, sec=—1,

e serdo de suma importancia para este trabalho, bem como suas subvariedades.

Uma superficie de um espago-tempo é dita aprisionada no futuro (resp. passado) se o seu ve-
tor curvatura média for de tipo tempo e futuro-dirigido (resp. passado-dirigido), em todos os
pontos. A nogdo de “superficie aprisionada” foi apresentada inicialmente em 1965 por Penrose
em [29], no inicio do desenvolvimento da teoria de buracos negros. Geometricamente, a condi-
¢do sobre H nos diz que os raios de luz que partem da superficie devem convergir. Em espagos-
tempo com simetria esférica, a existéncia de superficies aprisionadas juntamente com a hip6tese
de que a matéria tem densidade de energia positiva (a chamada condigio de energia fraca) garante*

20 uso do plural deve-se ao fato da equagao ser geralmente apresentada em termos das componentes dos tensores
envolvidos, consistindo entdo de um sistema de 10 equacdes diferenciais parciais.

3Curiosidade: a notagio guv para as componentes da métrica de um espago-tempo foi adotada por Einstein e
Grossmann por volta de 1910, ao notarem inicialmente que a métrica parecia depender da quantidade de matéria em
gravitacdo na regido estudada. A letra ¢ vem exatamente da palavra “gravity”. Veja [20].

A conjectura da superficie aprisionada diz que uma superficie aprisionada é formada quando uma certa quantidade
de matéria é acumulada em um volume suficientemente pequeno, sugerindo que a concentragdo de matéria leva a



o colapso gravitacional de todo o sistema para um buraco negro, cujo horizonte de evento é entao
localizado pela superficie aprisionada.

Ja as superficies cujo vetor curvatura média é de tipo luz (ou seja, H # 0 satisfazendo a tal
condi¢do (H,H) = 0) sdo chamadas marginalmente aprisionadas e sdo realizadas neste contexto,
por exemplo, como se¢des dos horizontes de evento de buracos negros estacionarios, separando
as superficies aprisionadas das ndo-aprisionadas. Para maiores detalhes sobre estes conceitos em
Relatividade Geral, indicamos Chrusciel, et al, em [44].

Entretanto, a nogdo de subvariedade marginalmente aprisionada faz sentido em ambientes
pseudo-Riemannianos quaisquer, ndo dependendo dos conceitos de futuro e passado, e das di-
mensdes envolvidas. Devido & analogia com subvariedades minimas, tais subvariedades tam-
bém sdo chamadas quase-minimas ou pseudo-minimas (por exemplo, vide Milousheva e Turgay
em [52] ou Chen em [26]). Além disto, fazendo um paralelo com as subvariedades totalmente
geodésicas em ambientes Riemannianos, torna-se natural também investigar o que acontece
quando a Segunda Forma Fundamental é de tipo luz.

Neste trabalho, adotando um ponto de vista puramente matematico, veremos classificagdes
de subvariedades marginalmente aprisionadas em formas espaciais, explorando a relagdo da
condi¢do (H, H) = 0 com diversas outras hipéteses de cardter geométrico. A estrutura dos capi-
tulos é a seguinte:

* No Capitulo 1 estabelecemos a linguagem e a notagdo a serem utilizadas no restante do
texto, registrando alguns resultados bésicos sobre Algebra Linear nos espagos R! (que
sdo os prototipos de espagos vetoriais de dimensdo finita munidos de produtos pseudo-
Euclideanos), e sobre Geometria Pseudo-Riemanniana em geral. Algumas demonstragoes,
apesar de ndo serem demasiadamente complicadas, ndo parecem ser facilmente encon-
tradas na literatura e, portanto, estdo redigidas aqui. Ja outras encontram-se em [2], por
exemplo. Em particular, destacamos

- o Teorema 1.1.11 (p. 11), Processo de Gram-Schmidt (realizado a partir de uma base
satisfazendo uma certa condigao de cadeia);

— a Proposigao 1.1.12 (p. 11), sobre o tamanho maximo de um conjunto de vetores de
tipo luz linearmente independentes em IR}, e;

- o Teorema 1.1.20 (p. 15), relacionando os determinantes das partes espacial e temporal
de uma transformagéo pseudo-ortogonal em O, (1, R).

Na sequéncia, introduzimos formalmente variedades pseudo-Riemannianas, e lan¢camos
mao de derivagdes tensoriais e isomorfismos musicais a fim de motivar as condi¢des que
caracterizam a sua conexdo de Levi-Civita. Concluimos o capitulo discutindo um pouco da
teoria de subvariedades, e registramos as equagdes fundamentais de uma imersao isomé-
trica.

¢ No Capitulo 2, apresentamos formalmente a principal definicdo deste trabalho: a de sub-
variedade marginalmente aprisionada. Inicialmente, analisamos em detalhes varios exem-
plos concretos de subvariedades marginalmente aprisionadas em alguns ambientes para
levantar perguntas a serem respondidas no restante do trabalho. Na sequéncia, estudamos
Referenciais de Penrose (null frames) (L, L_) ao longo de subvariedades ndo-degeneradas
de codimensdo 2, e listamos algumas expressoes relevantes no Lema 2.2.1 (p. 41). Utili-
zando estes referenciais, seguimos Anciaux em [49] e obtemos os teoremas 2.2.4 (p. 47) e
2.2.5 (p. 48), que nos dizem como sdo as subvariedades com Segunda Forma Fundamental
de tipo luz em M *+2(c).

um colapso gravitacional. Esta conjectura na verdade foi provada para a gravitagdo “pura” por Christodoulou em
2008, em [21].



4 INTRODUCAO

Motivados por estes resultados, seguimos Cabrerizo, Ferndndez e Gémez em [46] e intro-
duzimos uma nogédo de isotropia na Segdo 2.3. Exploramos algumas relagdes desta nogao
com os conceitos de umbilicidade e pseudo-umbilicidade definidos no Capitulo 1, e apre-
sentamos alguns resultados de rigidez para tais subvariedades. Generalizamos alguns re-
sultados apresentados em [46], destacando

- o Lema 2.3.2 (p. 50), que caracteriza a isotropia em um ponto em termos de uma certa
expressao algébrica;

— o Lema 2.3.3 (p. 51), que continua vélido tanto para superficies Riemannianas como
Lorentzianas, em ambientes de indice arbitrario;

- o Teorema 2.3.4 (p. 52), que agora também estabelece a equivaléncia de isotropia e
pseudo-umbilicidade para superficies Lorentzianas marginalmente aprisionadas em
ambientes de dimenséao 4 e indice 2, e;

- os teoremas 2.3.14 (p. 55) e 2.3.17 (p. 56), agora sobre rigidez de subvariedades 0-
isotrépicas de codimensdo 2 em formas espaciais pseudo-Riemannianas M"+2(c), de
qualquer indice.

¢ No Capitulo 3, definimos o que é o espago de nulidade relativa de uma subvariedade nao-
degenerada de uma variedade pseudo-Riemanniana, e seguimos Chen e Van der Veken
em [40] para classificar as superficies marginalmente aprisionadas em M7 (c) com nulidade
relativa positiva. Na primeira secdo recordamos brevemente a linguagem de formas dife-
renciais, e construimos na Proposicdo 3.1.8 (p. 61) uma parametrizacdo conveniente para
realizar os calculos necessérios. Como é frequente, o tratamento nos casos c = 0ec # 0 é
feito separadamente. No Teorema 3.2.1 (p. 62) é dada a classificacdo no ambiente I.*, mas
o capitulo atinge seu dpice na longa e d&rdua demonstracdo dos teoremas 3.3.3 e 3.3.4 (para
S‘l1 e IH‘ll, respectivamente), que consiste de diversos casos e subcasos.

* No Capitulo 4, estudamos as superficies de tipo espaco em IL* que sdo invariantes por im-
pulsos, isto é, invariantes sob a acdo de um certo grupo de transformagdes Jmp, seguindo
Haesen e Ortega em [39]. Iniciamos a discussdo com estas transformacdes e aplicamos parte
da maquinaria desenvolvida no Capitulo 1 a fim de obter expressdes para as curvaturas de
tais superficies, lancando mao de uma parametrizacdo adequada. No Teorema 4.3.2 (p. 87),
finalmente obtemos uma representacdo integral para as superficies de tipo espago, invari-
antes por impulsos e marginalmente aprisionadas em IL*. O segundo astro principal deste
capitulo é o Teorema 4.4.2 (p. 91), que ilustra um processo de colagem para superficies w-
marginalmente aprisionadas. De posse destes resultados, concluimos a discussdo obtendo
uma série de consequéncias, como por exemplo a ndo-existéncia de superficies criticas,
invariantes por impulsos e com curvatura Gaussiana constante em I* (Corolério 4.4.5, p.
93).

Concluido o corpo principal do texto, estudamos no Apéndice A as subvariedades marginal-
mente aprisionadas em I3, que sdo precisamente as curvas de tipo espago com plano osculador
de tipo luz, pelo Teorema 2.2.4 (visto no Capitulo 2). Obtemos no Teorema A.1.16 (p. 105) uma
classificagdo para tais curvas, a menos de transformagoes de Poincaré, utilizando um tnico in-
variante 6 que faz simultaneamente os papeis da curvatura e da tor¢do na teoria cldssica de
curvas e superficies em IR3. Torna-se claro neste ponto que a mesma técnica utilizada para de-
senvolver esta teoria de curvas em L° na verdade funciona também para o ambiente M3 (c) (seja
aplicando a maquinaria sobre produtos vetoriais apresentada no Capitulo 1 para L* ou R3, ou
entdo definindo a nogdo “correta” de produto vetorial em IM3(c) via a 3-forma de volume de
cada ambiente).

Finalmente, alguns comentarios sobre como ler este trabalho. Prezando pela didética e cla-
reza do texto, apresentamos diversas figuras no decorrer do trabalho, produzidas utilizando o



software xfig. Além disto, uniformizamos a convengdo de assinatura para o produto em IR}, co-
locando os sinais negativos no final ao invés do comego. Entdo, ao comparar o feito aqui com
alguma referéncia que use a convenc¢do com os sinais negativos, deve-se aplicar o isomorfismo
“ler as componentes de trds para a frente”. Em algumas demonstragoes de resultados, argumen-
tos particularmente técnicos mas ndo relevantes o suficiente para receberem o nome de “Lema”
foram batizados de “Afirmag¢oes”, com suas “Justificativas” (ndo menos rigorosas) redigidas em
fonte reduzida (por exemplo, a primeira ocorréncia disto é na pagina 47), com o objetivo de
organizar “blocos” de raciocinio.

Por fim, a interdependéncia entre os capitulos é simples: o Capitulo 1 é necessario para to-
dos os outros e é recomendado para o Apéndice A, enquanto a Se¢do 2.2 do Capitulo 2 (sobre
referenciais de Penrose) é recomendada para todos os capitulos seguintes.

Tendo me alongado o suficiente, termino aqui esta introdugdo e desejo-lhes uma boa leitura.

Séo Paulo, Marco de 2018 Ivo Terek Couto


http://mcj.sourceforge.net/

“Quem mais do que eu
Diz a superficie pura e simples?

Quem mais do que eu
Nao diz outra coisa?

Assim convido,
A percorrer,
Permanecer,

Alongar minhas bordas
Para ver bem mais longe
Se algo houver para ver.”

Eugene Guillevic (1907-1997)
“Trapéze” (Euclidiennes)



Capitulo 1

Ambientes pseudo-Riemannianos

1.1 Algebra Linear e cercanias

Encaramos aqui a Algebra Linear como “geometria estatica”, a ser aplicada ponto a ponto para
0s espagos tangentes das variedades com as quais lidaremos no decorrer deste trabalho. Assim,
registramos algumas defini¢des e resultados bésicos sobre espagos pseudo-Euclideanos e suas
isometrias. Para maiores detalhes, recomendamos as referéncias [18] e [27].

1.1.1 Espacos pseudo-Euclideanos

Defini¢ao 1.1.1 (R}}). O espago pseudo-Euclideano de indice v é o par R!! = (R",(:,-),), onde o
produto escalar (-, -),, é definido por

n—v _ ,n—v+1l n—v+1 _

<x, y>1/ = xlyl _|_ e + xn_vy X y [ xnyn/

1

parax = (x},...,x" ey = (y},...,y") em R".

Observacgio.

e Se (V,g) é um espago vetorial de dimens&o finita munido de uma forma bilinear simétrica
e ndo-degenerada (ou seja, ¢(x, y) = 0 para todo y implica que x = 0), recorde que o indice de
g é a dimensado do maior subespaco de V para o qual a restricdo de g é negativa-definida.
Temos que (V, g) é equivalente a algum R/ para escolhas convenientes de n e v. Entdo as
defini¢des e resultados a serem aqui apresentados valem também neste contexto.

¢ E também conveniente denotarmos (x,y), = x"Id,_, ¥, onde x e y sdo identificados com
vetores coluna e Id,, v,y = (17, )1<ij<n € a identidade de indice v, definida por

l,sei=j<n-—v

N =q-Lsei=j>n—v e
0, sei # j.
e Denotamos ||x||, = /| (x,x), |. Porém, | - ||, ndo é uma norma, no sentido estrito da defi-

nicdo.

e Para cada v, o produto (-, -), é, de fato, ndo-degenerado: com efeito, denote por (e;)"; a
base candnica de IR}, e suponha que x = } ' | x’e; satisfaz (x,y), = 0 para todo y € R}.
Tomar y = e; prontamente nos d4 x' = 0 e, portanto, x = 0.

¢ Para v = 0 temos o espago Euclideano usual Rj = R".
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* Parav = 1 temos o espaco de Lorentz-Minkowski R} = IL": o modelo mais simples de espaco-
tempo livre de forcas gravitacionais, utilizado na Relatividade Especial. Neste contexto,
seus pontos também sdo chamados de eventos.

Defini¢ao 1.1.2 (Caréter Causal). Dizemos que um vetor v € R} é de:
(i) tipo espago, se (v,v), > 0,ouv =0;
(ii) tipo tempo, se (v,v), < 0;
(iii) tipo luz, se (v,v), = 0, mas v # 0.
Se v # 0 ndo é um vetor de tipo luz, definimos o indicador de v, denotado por €,, como o sinal de

(v,v),,isto é, €, = 1 se v for de tipo espago, e €, = —1 se v for de tipo tempo. O conjunto dos

2

vetores de tipo luz em IR} é chamado o seu cone de luz.

espaco

Y

Figura 1.1: Interpretando geometricamente os tipos causais de vetores em 1.3.

Ja deixemos registrada também esta defini¢do para subespagos de R}:
Definicao 1.1.3. Seja S C R}} um subespago vetorial ndo-trivial. Dizemos que S é de
(i) tipo espago, se (-,-), | 5. s € positiva-definida;

(ii) tipo tempo, se (-, -) é ndo-degenerada e possui indice 1;

V’SXS

(iii) tipo luz, se (, é degenerada.

Dy ‘5xs

Observacio.
¢ E comum chamarmos subespagos unidimensionais de tipo luz de raios de luz.

¢ Para simplificar, quando S ndo é de tipo luz, diremos apenas que S é ndo-degenerado, sem

fazer mengaoa (-, -), }st.

2

* Todo subespago de IL"* é necessariamente de um dos trés tipos causais acima.
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Figura 1.2: Interpretando geometricamente os tipos causais de planos em 1.3,

A nocao de tipo causal para subespacos se relaciona naturalmente com a nogao de ortogona-
lidade, como veremos nos préximos resultados.

Defini¢ao 1.1.4 (Ortogonalidade).
(i) Diremos que x,y € R} sdo v-ortogonais se (x,y), = 0.

(i) Um conjunto S C IR} é v-ortogonal se quaisquer dois vetores distintos em S sdo ortogonais.
Diremos também que S é v-ortonormal se, além de ser ortogonal, todos os vetores em S
forem unitarios: (x,x), € {—1,1} para todo x € S.

(iif) Se S C R} é um subconjunto qualquer, o espago v-ortogonal a S é definido por

St ={xe€R"| (x,y), =0paratodoy € S}.

Observacgao.

£“_ 7

* Quando ndo houver risco de confusao, omitiremos os prefixos “v” nos termos acima defi-
nidos (e nos seguintes também).

* A nomenclatura espago/tempo/luz dada acima provém da Fisica, porém sua significincia
é um pouco perdida quando lidamos com produtos escalares de indice v > 1, uma vez que
agora temos duas (ou mais) direcdes de tipo tempo ortogonais.

* Uma base ortogonal de R} ndo pode conter vetores de tipo luz, uma vez que (-, -), é ndo-
degenerado.

e Dado S C R, o espago ortogonal S+ é sempre um subespaco de R?, mesmo que S nio o

seja. O conjunto S+ é essencialmente o radical da restrigdo (-, -), | ..

¢ Utilizamos o termo “espago ortogonal” ao invés de “complemento ortogonal” pois, neste
caso, ndo necessariamente temos que se S C R” é um subespago, entio R” = S @& S+. Um
contra-exemplo rapido é visto tomando, em I3, qualquer 2-plano tangente ao cone de luz,
como S = {(x,y,z) € I? | y = z} (vide Figura 1.2 acima).

Como no caso Euclideano, vale a:

Proposigdo 1.1.5. Seja S C R um subespago vetorial. Entio vale que dim S + dim S = n e, além
disto, que (S+)*+ = S.

Demonstragdao: Note que a aplicagdo linear

R} > x+— (x,-),|s € S*
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é sobrejetora. Com efeito, se ¢ € S*, tomamos uma extensao linear ¢ € (R}})* de ¢; e (-,-), ser
ndo-degenerado nos permite chamar o Lema de Riesz, que nos fornece x € R} tal que ¢ = (x, -),.
Restringindo a S, temos ¢ = (x,-), |, como afirmado. Além disto, o nicleo de tal aplicagdo é

S/
precisamente S L+ de modo que

n=dim S+ +dim S$* = dim S+ + dim S.

E féacil ver que S C (S+)*, mas a férmula acima aplicada para S+ fazendo o papel de S nos diz
que dim S = dim(S+)*, e portanto vale a igualdade S = (S*+)*. O

Corolario 1.1.6. Seja S C IR} um subespago vetorial. Entdo S é nio-degenerado se e somente se R}, =
S & St. Em particular, S é ndo-degenerado se e somente S+ também for ndo-degenerado.

Demonstragio: Inicialmente, note que S é ndo-degenerado se e somente se S N S+ = {0}. Mas
dim(S + $*) + dim(SNS*) = dim S 4+ dim §* =
entdo S + S+ = R” se e somente se SN S+ = {0}. O

Lema 1.1.7 (Expansdo Ortonormal). Seja B = (u;)!"_, uma base ortonormal de R}}. Entdo todo x € R}
se escreve como

(x, uz

M:

i=1

Demonstragio: Escreva x = Y, xuj. Aplicando (-, u;),, obtemos (x,u;), = x'e,,, como dese-
jado. O

Teorema 1.1.8 (Lei da Inércia - Sylvester). Toda base ortonormal de R} possui exatamente n — v vetores
de tipo espago e v vetores de tipo tempo.

Demonstragdo: Seja B = (u;)"_; uma base ortonormal de R}, e suponha que os tltimos m veto-
res sdo de tipo tempo; devemos entdo mostrar que v = m.

A restricdo de (-, -), ao subespago vetorial S gerado pelos dltimos m vetores de 3 é negativa-
definida e, portanto, v > m. Para a desigualdade reversa, seja W C IR} um subespaco para o qual

a restriao (-,-), |,y,.,y Seja negativa-definida. Defina a proje¢do em S, IT: W — S por

m

Mw)=~ ), (wu),mu

i=n—m+1
e note que pelo Lema 1.1.7 acima, vale

nfm
(w, u;), u; + I(w).
i—1

1

Vejamos que IT é injetora: suponha que w € W é tal que IT(w) = 0. Como w é de tipo tempo,
temos que

n—m
0> (w,w), = Z (w,ui)i = (w,u;), =0, 1<i<n—m.

Assim w = 0, como desejado. Portanto, dim W < dim S para todo subespago W cuja restrigdo

v |wa seja negativa-definida. Isto implica que v < m. O

Teorema 1.1.9. Seja {0} # S C R} um subespaco nio-degenerado. Entdo S possui uma base ortonormal.
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Demonstra¢dao: Por indugdo em k = dim S. Como S é ndo-degenerado, existe v € S tal que
(v,v), # 0, que podemos supor unitdrio. Em vista disto, é suficiente provar que em todo subcon-
junto S’ C S ortonormal, com menos de k elementos, é possivel acrescentar um vetor de modo
que o conjunto resultante continue ortonormal. Como S’ gera um subespago nao-degenerado,
temos que o complemento ortogonal deste subespago é ndo-degenerado e ndo-trivial. Basta to-
mar um vetor unitdrio neste complemento e adiciond-lo a S’ (um tal vetor existe pelo argumento
inicial dado). O

Corolério 1.1.10. Seja S C R um subespago nio-degenerado. Entio Ind(S) + Ind(S+) = v, onde
Ind(S) e Ind(S™) denotam os indices da restrigio de (-,-), a S e S*, respectivamente. Em particular, em
IL", S é de tipo espago se e somente se S* é de tipo tempo.

Demonstra¢do: Una as bases ortonormais de S e St fornecidas pelo Teorema 1.1.9 acima, ob-
tendo entdo uma base ortonormal de R?. A igualdade Ind(S) + Ind(S*) = 1 segue entdo da Lei
da Inércia (Teorema 1.1.8, p. 10) aplicadaa S e S*. O

E, sobre condi¢des adequadas, recuperamos o:

Teorema 1.1.11 (Processo de Gram-Schmidt). Sejam vy, ..., vy € R} linearmente independentes tais
que para todo 1 < i < k tem-se span(vl, ..., 0;) ndo-degenerado. Entdo existem v1, ..., 0 € R doisa
dois ortogonais tais que span{v; }*_, = span{o;}X_,.

Demonstragdo: Por indugédo em k. Para k = 1 basta tomar 97 = v1. Assuma o resultado véalido
para k, isto é, assuma construidos v, ..., vy € R} satisfazendo as propriedades enunciadas.

Afirmamos que nenhum dos v; é de tipo luz. Com efeito, se fosse, teriamos v; ortogonal
a todos os vetores anteriores, de v7 até v;_1, e a si mesmo, de modo que span {vl, .. ,vi} =
span {01,...,0;} é degenerado, contradizendo a hipétese. Isto nos permite definir

i <vk+1/ 77l>1/ T

Vji1 = Uks] — - )
k+1 k+1 = <'Ui, Ui>v i

E claro que span {v1,..., 0041} =span{v1,..., 0551} e, se 1 < j <k, temos:

k
— Uk+1,9i)y ~ ~
(0541, 0)), = <vk+1 -Y <~+'~>l>vvl, ]>
v v

= (0,7
k vk+1l ~ ~
<vk+1,7)] g vl,v ) <vi;vj>v
~ <Uk+1 7]]> ~
= (Vk+1,9j), — <77j/;7]’>v (9},9))

= <vk+l/ 77]>V - <’Uk+lr’z7j>v = O/
o que completa a indugéo. O

Proposicdo 1.1.12. Sejamuy, ..., u,+1 € R} vetores de tipo luz, dois a dois ortogonais. Entio (uy, ..., w,41)
é linearmente dependente.

Demonstragdo: Considere a decomposi¢do R = R"™” x R}. Sendo (e;)"_; a base candnica de
R}, escreva

v
uj = xj+ Zazjen,wi, 1<j<v+1,
i=1



12 AMBIENTES PSEUDO-RIEMANNIANOS 1.1

segundo a decomposigao indicada (com todos os x; de tipo espago e ortogonais a cada um dos
vetores de tipo tempo na base canonica). Temos que

14 v

0= (u;, uj> (xi,x;), Z <xi,xj>v =Y akiak]-, 1<ij<v+1
k=1 k=1

Considere a aplicacdo linear A: R""! — R cuja matriz nas bases candnicas tem como entradas
precisamente os coeficientes azj, etomeb = (b',...,b"*!) € ker A, ndo-nulo. Assim temos

v+l v+l v+l v+1
<Z b'x;, Z b]xj> = Z blb xl,x] Z by Z a“ (Ab) =
i=1 j=1 )

i,j=1 i,j=1

Como a combinagdo Z”“ bl x; € de tipo espago, o célculo acima nos da que ZVH bl x; = 0. Veja-
mos agora que tais coef1c1entes b também testemunham que (uy, ..., u,41) é hnearmente depen-
dente. Com efeito:

v+1 v+1 v v+1
Z blu; = Z bixj+ Z Z bfa en_vii =0,
uma vez que a segunda parcela se anula devido a b € ker A. O
Vejamos agora algumas particularidades do ambiente Lorentziano:

Corolario 1.1.13. Dois vetores de tipo luz em 1" sdo ortogonais se e somente se sio paralelos.

Teorema 1.1.14 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz reversa). Sejam u, v € IL" vetores de tipo tempo.
Entdo vale que | (u,v), | > ||ul|1]|v||1. Ainda mais, a igualdade vale se e somente se u e v sio paralelos.

Demonstra¢do: Decomponha I” = u* & Ru e escreva v = ug + Au, para um certo A € R, e u
de tipo espago e ortogonal a u. Por um lado, temos:

(v,0v); = A2 (u,u); + (uo, uo); -

Por outro:

<u,v)§ (u, \u + uo)

= A% (u,u)]
= ((v,0); — (uo,u0); ) (u,u),
> (v,v); (w,u); >0,

usando que ug é de tipo espago e u é de tipo tempo. Extraindo raizes, obtemos |(u,v),| >
\|2]]1]|7||1, como queriamos. E por fim, observe que vale a igualdade se e somente se (1o, ug); = 0,
ou seja, se ug = 0 (condigdo tal equivalente a u e v serem paralelos). O
Observacao. Um contra-exemplo para este resultado quando v > 1 pode ser obtido tomando
vetores de tipo tempo ortogonais, como por exemplo u = (0,0,1) ev = (0,1,0) em R3.

Teorema 1.1.15 (Desigualdade triangular reversa). Sejam u,v € 1" vetores de tipo tempo, satisfa-
zendo (u,v); < 0. Entdo |u +v||1 > ||ul|1 + ||o|:.

Demonstragao: Como (#,v); < 0, temos que u + v também é de tipo tempo. Agora aplicamos
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a Desigualdade de Cauchy-Schwarz reversa:

lut ol = — (u+o,u+0),
— (), +2 (,0), + (0,0),)
= — (u,u)y +2(~ (,0),) — (0,0),
= lull +2] w0, | + Ilo|
> ull2 +2{ulls o]l + [[0]
= (llully + Il ]2,

donde concluimos que ||u + v|[1 > |Jul]1 + ||v|/1, como desejado. O

1.1.2 Isometrias de R}

Neste ponto, estudamos um pouco das transformagdes em R]} que sdo compativeis com a geo-
metria de (-,-),. Em R", uma isometria (ou, movimento rigido) é uma aplicagdo F: R" — R" tal
que |F(x) — F(y)|| = ||x — y|| para todos os x,y € R", onde || - || é a norma induzida por (-, -),,.
Em R} com v > 1, devido a presenca de vetores de tipo tempo, o natural seria “corrigir” a
defini¢do de norma, pondo ||x||, = /]| (x, x) |. Entretanto, temos duas graves inconveniéncias:

1. Como mencionado anteriormente, a aplicac¢do || - ||, ndo é em geral uma norma. Isto é
evidenciado, por exemplo, pela desigualdade triangular reversa (vista no Teorema 1.1.15
acima).

2. Aplicagdes como I.2 3 (x,y) — (y,x) € L2 seriam “isometrias” vélidas, mesmo com eixos
de tipos causais diferentes sendo geometricamente (e fisicamente) distintos.

Notando que F: R" — R" é um movimento rigido se e somente se

(F(x) = F(y), F(x) = F(y))o = (* =¥, X = ¥)q
para todos os x, y € R", podemos generalizar a no¢do de isometria:
Defini¢ao 1.1.16.

z

(i) Uma aplicagdo F: R} — R}} é uma isometria se

(F(x) = F(y),F(x) = F(y)), = (x —y,x—y),
para todos os x,y € IR}.

z

(ii) Uma aplicagdo linear A: R} — R} é chamada uma transformagio pseudo-ortogonal se

(Ax, Ay), = (2 y),,
para todos x,y € R7.
Observagao.

* O conjunto das isometrias de R” é denotado por E, (11, R), e o das transformagdes pseudo-
ortogonais por O, (1, R). Quando munidos da operacdo de composi¢do, sdéo ambos gru-

pos. Além disto, O,(n,R) é fechado por transposi¢des e vale a dualidade O,(n,R) =
Op—y(n,R).

e Parav = 0, A é chamada apenas uma transformagio ortogonal. O grupo E(n,R) é chamado
o grupo Euclideano, e O(n,R) é o grupo ortogonal.
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® Para v = 1, F é chamada uma transformagio de Poincaré e A é chamada uma transformagio
de Lorentz. O grupo E;(n,R) é chamado o grupo de Poincaré, e O1(n,R) é o grupo de Lorentz.

Segue imediatamente da defini¢do que A € O,(n,R) se e somente se ATld, A =1d,_,,
e, neste caso, temos det A = 1 ou —1. Em particular, A é ndo-singular.

Temos uma relagdo proxima entre E, (1, R) e O, (n,R), ilustrada pelos préximos dois resul-
tados:

Lema 1.1.17. Seja F € E,(n,R) tal que F(0) = 0. Entdo F € O, (n,R).

Demonstragio: Utilizamos a identidade de polarizagio

(% y), = (52, + w), — (- yx—9),)

vélida para quaisquer x, y € R!. Aplicando isto para F(x) e F(y) nos lugares de x e y, temos:

Como F(0) = 0, temos (F(x), F(x)), = (x,x),, e analogamente para y. Assim, as identidades de
polarizagdo implicam que (F(x), F(y)), = (x,y),.

Resta ver que F é linear. Com efeito, considere a base canonica (e;)_; de R}. Pelo feito acima,
temos que (F(e;))"_; é um subconjunto ortonormal e, portanto, linearmente independente de
R”. Como possui 7 elementos, é uma base. Seja x € R”, escrito como x = YI' | xe;, e escreva
também F(x) = Y7, a’F(e;). O resultado segue uma vez verificado que a' = x/, paral <i < n.
Mas €., = €f(;) paral < i < n, e assim 0 Lema 1.1.7 (p. 10) nos da que

i

x' = eq (x,e1), = ep(e,) (F(x), F(e))), = a,
como desejado. .

Teorema 1.1.18. Seju F € E,(n,R). Entdo existem iinicos a € R! e A € O,(n,R) tais que F =
T, o A, onde T, denota translagio por a. Além disto, se a1, a, € R} e A1, Ay € Oy(n,R), vale que
Ta1 @) A1 o Ta2 o A2 = Ta1+A]a2 o (Al o Az).

Demonstragdo: Note que T_p)o F € E,(n,R) fixa a origem 0 e, portanto, T pooF =A €
Oy(n,R), pelo Lema 1.1.17 acima. Logo F = Tgg) © A, como afirmado. Para a unicidade, suponha
que Ty, o Ay = T, 0 Ap. Avaliando em 0 segue que a; = ay, e a bijetividade de T,, implica que
A1 = Aj. A dltima afirmacgdo segue de um célculo direto. ]

Observac¢do. Em termos algébricos, temos a caracterizacdo de E, (n,R) como um produto semi-
direto de grupos. O Teorema 1.1.18 acima nos diz que a aplicagdo

E,(n,R) > TaoA— (A, a) € Oy(n,R) X, R}
é um isomorfismo de grupos, onde 1: O, (1, R) < Aut(R!, +) é a incluséo.
A seguinte classificagdo também nos diz como isometrias “nascem”:

Proposigdo 1.1.19. Sejam p,q € R} e (v;)/_,, (w;)}, duas bases de R}, tais que (v;,v;) = (w;, wj) ,
para todos 1 < i,j < n. Entdo existe uma tinica F € E,(n,R) tal que F(p) = q e DF(p)(v;) = w;,
para todo1 <i < n.

Demonstragdo: O Teorema 1.1.18 acima nos diz que F serd da forma T, o A, para tnicos a € R}
e A € O,(n,R) adequados. Em particular, F é uma composta de aplicagdes derivaveis e tem
derivada total dada por DF(x) = A, para todo x € R].
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Basta entdo determinarmos a e A. A condigdo (v;,v;) = (w; w;) paratodos1 <i,j<n
nos diz que A definida por Av; = w;, para todo 1 < i < #, de fato é um elemento de O, (1, R),
enquanto a condi¢do F(p) = g nos obriga a ter a = g — Ap.

O

Com isto, podemos agora voltar a nossa atengdo para as transformagdes pseudo-ortogonais,
apenas. Para entender a estrutura do grupo O, (n,R), para v > 1, é conveniente utilizar a de-
composicdo R = R"" x RY, escrevendo A € O,(n,R) em blocos:

Ap| B

C | Ar

sendo Ar € Mat(n —v,R) e A € Mat(v,R) as partes espacial e temporal de A. Como A é néo-
singular e preserva tipos causais, compondo com as proje¢des adequadas vemos que Ag e At
também sdo ndo-singulares. Mais do que isso, temos uma relacdo concreta entre os seus deter-
minantes, dada pelo:

Teorema 1.1.20. Sejamv > 1e A € O,(n,R). Entdo vale que det Ap = det At det A.

Demonstragdo: Sendo can = (e;)? ; a base canoénica de R}, considere a base ortonormal de
R formada pelas colunas de A, B = (Aey,...,Ae,). Suponha que A = (/\lj)lgi,]‘gn. Vamos
“deletar” o bloco B, definindo uma transformagdo linear T: R} — IR} por

T(Ae)) Aej, sel<j<n—-v e
e' g .
/ g Me, sen—v<j<n

Diretamente temos que [A]cn g = Id, €
Ag| O

[T] B,can =
C | Ar
Calculemos agora a matriz [T]z. A expressio T(Ae;) = Aej paral < j < n —v nos diz que
os blocos superior e inferior esquerdos de [T|z sdo, respectivamente, Id,,_, e 0. Para calcular o
determinante de [T]g por blocos, precisamos das tltimas v componentes de T(Ae;) na base B,
paran —v < j < n.Sendo € = €, aplicando o Lema 1.1.7 (p. 10) temos que

n .
T(Ae]) = Z )Ujel-
i=n—v+1
n n
= ) Al Y ex (i, Aex), Aey
i=n—v+1 k=1

n n
Z ZZek)\A (ei, er), Ney

i=n—v+1k=1/¢=1
n n . .
k=1 \i=n—v+1/¢=1

As tltimas v componentes procuradas correspondem a n — v < k < n e, nestas condigdes, temos
que as entradas do bloco inferior direito de [T| sdo dadas por

n n

. n . .
Y Y A=) = Y A

i=n—v+1/¢=1 i=n—v+1
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que reconhecemos como a definigdo da multiplicagdo entre as matrizes A} e A, fazendo uma
mudanga de varidvel no somatdério, caso necessario. Obtemos entdo que

Id,_, ‘ *

[T]s = -

Em particular, segue que det T = (det Ar)2. Além disto:
Ag| O
[TA]B = [T]B,can [A]can,B =
C |Ar
Dai
(det Ar)?>det A = det Tdet A = det(TA) = det At det Af,

e finalmente det Ag = det At det A, como queriamos. O

Podemos entdo indexar os elementos de O, (n,R) pelos sinais dos determinantes det A e
det A, obtendo uma parti¢do de O, (1, R):

O T(n,R) = {A € O,(n,R) | det Ag >0 e detAr > 0}
oﬂ(n,m) = {A € O,(n,R) | det Ag > 0e det Ay < 0}
s T(1,R) = {A € Oy(n,R) | det Ap < 0 e detAr > 0}
LY (1, R) = {A € O,(n,R) | det Af < 0 e detAr < 0}

Diremos que os elementos de O;*(n,R) preservam a orientagdo do espago, enquanto que os
de O;T(n,]R) preservam a orientagdo do tempo (ou que sdo ortocronicos). Nao somente é possivel

mostrar que O; ' (1,R) é um subgrupo normal de O, (1, R) (a saber, a componente conexa da
identidade, vendo O, (1, R) como um grupo de Lie), mas também ¢é possivel expressar as outras

trés componentes como classes laterais de O; T(n, R), utilizando os quatro representantes principais
T =1d,, tt=Id, 11, T '=Id1, 1 e 7 t'=diag(-1,1,...,1,-1).
Explicitamente, temos:
OF(n,R) =10 T, R), O;T(n,R)=7"-04T(n,R) e O,*(n,R) =1+-0/(n,R).

Observagdo. Definindo uma operagdo em { T+, ot T, Tfi} do modo 6bvio via regras de si-
nais nos indices superiores, obtemos um grupo isomorfo ao 4-grupo de Klein.

Isto reduz o estudo de O, (n,R) ao de Off T(n, R). Por exemplo, em dimensdes baixas, temos
as seguintes classificagdes para transformacoes de Lorentz, cujas provas encontram-se em [27]:

Teorema 1.1.21. Vale que

1 _ J [coshg senh¢
O (2R) = {(senh(p coshgo) K IR}

e, em particular, quaisquer duas matrizes em O T(2, R) comutam.

Teorema 1.1.22. Seja A € OILT(?,, R). Entdo A é conjugada a uma (e somente uma) das seguintes
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matrizes, para uma escolha conveniente de ¢ ou 0:

1 0 0 cosf —senf 0 1 —6 0
0 coshg senhg |, [senf® cos® 0, (0 1-62/2 62/2 |,
0 senh¢ coshg 0 0 1 6 —6%/2 1+62/2

conforme a reta fixada (ponto a ponto) por A é de tipo espaco, tempo ou luz, respectivamente.
Antes de prosseguir, deixamos registrado um tltimo resultado técnico:
Proposic¢do 1.1.23. Sejam A € O,(n,R) e S C R um subespago vetorial.
(i) A[S*] = A[S]E;

(ii) Se v € R}} é um autovetor de A que ndo é de tipo luz, entdo seu autovalor associado é 1 ou —1.
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(iii) Se S é um autoespago de A que contém um autovetor que ndo é de tipo luz, entdo todo outro autoes-

pago de A é ortogonal a S.
(iv) S é A-invariante se e somente se S* o for.
Demonstracgao:

(i) Segue diretamente de A preservar ortogonalidade.

(ii) Escreva Av = Av, com A € R. Temos que (v,v), = (Av, Av), = A% (v,v),, elogo A = 1.

(iii) Suponha que S seja o autoespago de A associado ao autovalor A. Por (ii), A> = 1. Fagamos
o caso A = 1, sendo o outro andlogo. Sejam y € R, y # 1, ey € R} tal que Ay = py. Se

x € S é qualquer, entdo

uixy), = (Ax,Ay), = (x,y), = (x,y),=0.

(iv) Por (i), basta mostrar uma implicagdo, entdo suponha que S é A-invariante. Sendo A néo-

singular, A[S] C S na verdade implica que A[S] = S, e assim A~![S] = S.

Tome x € St; devemos mostrar que Ax € St também. Para tal, considere Yy € S e observe
que pelo argumento acima temos A~y € S. Assim (Ax,y), = <x,A_1y>V = 0, como

desejado.

1.1.3 Produto vetorial

O]

Defini¢ao 1.1.24. O produto vetorial de vy, ...,v,—1 € R} éovetor v; X --- X v,1 = v € R] tal

que
(v,x), = det(x,v1,...,0,-1),

para todo x € IR}.

Observacao. A existéncia e a unicidade de v; X - - - X v,,_1 estdo garantidas pelo Lema de Riesz
aplicado ao funcional linear ¢: R} — R dado por ¢(x) = det(x,vy,...,v,_1), uma vez que

(-,-), é ndo-degenerado.

Para calcular produtos vetoriais, utilizamos a seguinte:
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Proposigao 1.1.25. Sejam B = (u;)}'_, uma base ortonormal e positiva de R} e v; = Y, vi].ui € RY,
paral < j < n — 1. Denotando por €; = €,, os indicadores dos elementos de B, vale que:

€1 Enliy
1 n
01 PR ’()1
U1 X+ XOy_1 =
1 n
Un—l Un—l

Demonstragao: Por simplicidade, denote v = v X - - - X v,,_1. Pelo Lema 1.1.7 (p. 10), temos que
v =Y. € (v,u;), u;, mas por definicio de produto vetorial, cada componente é dada por

1 i+1 n

i
Ul o .. Ul Ul PR Ul
_ i+1 . .
(v,u), = (-1) : . : :
1 i—1 i+1 n
Oy 70 Uyp1 Uy o Uy

Com isto, basta reconhecer a expansdo ortonormal de v como a expansdo do determinante (for-
mal) dado no enunciado por Laplace, pela primeira linha. O

Outras propriedades operacionais do produto vetorial seguem diretamente das propriedades
do determinante:

Proposicao 1.1.26 (Propriedades operacionais).
(i) A aplicagio
(R 5 (v)i 5 vy x - x 0,1 €R”
é multi-linear e alternada.
(ii) v1 X -+ X v,_1 = 0se e somente se {v;}—' é linearmente dependente.
(iii) (v1 X -+ X vy_1,0;), =0paral <i<n-—1
O Corolério 1.1.10 (p. 11) nos d&, no caso Lorentziano, a:

Proposicao 1.1.27. Sejam vy,...,v,_1 € L" linearmente independentes, e considere S = span{v; }!}.
Entao:

(i) v1 X -+ X v,_1 €de tipo espago se e somente se S € de tipo tempo;
(ii) v1 X - -+ X v,_1 € de tipo tempo se e somente se S ¢ de tipo espago;
(iii) v1 X - -+ X v,_1 é de tipo luz se e somente se S é de tipo luz;
Outra propriedade ttil é dada na:

Proposicao 1.1.28. Sejam uy, ..., u,-1,v1,...,9,—1 € R}}. Entdo vale que

(g X - Xy 1,01 X -+ X 0,1), = (=1)" det (((;,v}) )1<ij<n-1)-

Demonstragio: Se (u;)!~]' ou (vj);?;ll é linearmente dependente, ndo ha o que fazer. Suponha-os
ambos linearmente independentes. Como os dois lados da igualdade proposta sdo lineares em
cada uma das 2n — 2 varidveis envolvidas, e tanto o produto vetorial como o determinante sdo

. - _ oA
alternados, podemos supor sem perder generalidade que u; = e; e v, = e;,, onde (e;)}_; éabase
canonica de R e

1<ip<-<ip1<n e 1§]‘1<--~<]‘n,1§7’l.

Prosseguimos com a andlise em casos, em termos dos indices i* e j* omitidos em cada uma das
(n — 1)-uplas de indices consideradas.



1.1 ALGEBRA LINEAR E CERCANIAS 19

* Sei* # j*, 0s dois lados sdo iguais a zero. Com efeito, 0 lado esquerdo é igual a (e;-, ej-) =
0 e o determinante no lado direito possui a i*-ésima linha e a j*-ésima coluna consistindo
apenas de zeros.

* Sel < i* =j* <n—v,olado esquerdo é (e;-,e;+), = 1, e o direito é (—1)"detId,_1, =
(—1)(~1) = 1.

* Sen—v < i*=j* <m,oladoesquerdoé (e;, e;), = —1,eodireito é (—1)" detld,_1,—1 =

(=1)r (-1t =-1.
O

Sejam entdo vy, ...,v,—1 € R} linearmente independentes, que ndo gerem um hiperplano de
tipo luz. Considere v = v1 X - - - X v,_1 eabase B = (v1,...,v,-1,v) de R!'. E natural indagar-se
quando tal base é positiva ou negativa. Para discutir a orientacdo de tal base, calculamos:

det(vy,...,v,-1,0) = (=1)" tdet(v,v1,...,0,-1) = (=1)" (v,0),.

Portanto a positividade da base B depende nédo s6 da paridade de 1, mas também do carater
causal de v. Explicitamente: se v é de tipo espaco, B é positiva se n é impar, e negativa se n é par;
se v é de tipo tempo, B é par, e negativa se n é impar.

Concluimos a discussio sobre Algebra Linear com um tltimo resultado técnico, fundamental
para o restante deste texto:

Teorema 1.1.29 (Trago). Sejam Z um espago vetorial qualquer e B: R x R — Z uma aplicagio
bilinear. Entio se (v;)"_, e (w;)!"_, sdo bases ortonormais de IR}, vale que

n

n
Zé‘viB(ZJi, ’Ui) = Zew,-B(wi/ wi)'
i=1

i=1
Tal quantidade é entdo denominada o trago de B em relagéo a (-, ), e é denotada por tr (. .y B.

Demonstragdo: Pela Lei da Inércia (Teorema 1.1.8, p. 10) podemos, reordenando se necessdrio,
supor que (v;,v;), = (w;,wj), = 1, e, em particular, que €; = €, = €y, paral < i < n.
Aplicando o Lema 1.1.7 (p. 10) sucessivamente, temos

n n n
w;= " e (w;,00), 00 = ). (z cie {0y v, (o, w>) w,

k=1 i=1 \k=1
donde

n
Y eiex (wj,vx) (vpwi), =&, 1<ij<n,
k=1

por independéncia linear dos (wj)}":l. Com isto, calculamos

;qB(z)i, v;) = ZB (Z € <vl,w]> wj, Z €x (vi, wi), wk>

i=1 =1 k=1

= i €k (Zeie]- (wj, vi), (vs, wk>v> B(w;, wy)

k=1 i=1
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como desejado. O

1.2 Geometria pseudo-Riemanniana

Nesta se¢do apresentamos as defini¢des e conceitos basicos sobre os ambientes no qual se pas-
sardo a nossa discussdo: variedades pseudo-Riemannianas. Discutiremos um pouco da teoria
de subvariedades neste contexto, e concluimos o capitulo apresentando a defini¢do de subvari-
edades marginalmente aprisionadas, bem como diversos exemplos. Para mais detalhes, indica-
mos [18], [17] e [14].

1.2.1 Variedades pseudo-Riemannianas

Definigao 1.2.1. Seja M uma variedade diferenciavel. Uma métrica pseudo-Riemanniana em M é
uma escolha, para cada p € M, de um produto escalar (-, -) , ndo-degenerado no espago tangente

p
T,M, tal que
(i) a escolha dependa suavemente de p, ou seja, dados quaisquer campos X,Y € X(M), a
aplicacdo
M3 p— (Xp,Yp), €ER
é suave;

(i) oindice Ind((-,-)) = Ind((, ->p) é constante (independe de p € M).
Diremos que o par (M, (-, -)) é uma variedade pseudo-Riemanniana.
Observacio.

* Se M é conexa, a condigdo (ii) é automaticamente satisfeita. Assumiremos daqui em diante
que este € o caso.

e F usual denotar gy = (), e omitir o p em tal notagdo, quando nao ha risco de confusao.

p

¢ Dizemos que a métrica é Riemanniana quando seu indice é 0 (ou seja, quando todos os
produtos escalares sdo positivo-definidos), e Lorentziana quando seu indice é 1.

A existéncia de métricas Riemannianas em qualquer variedade diferencidvel é garantida por
um argumento padrado utilizando parti¢cdes da unidade, ou entdo, apelando para o famoso Teo-
rema da Imersdo de Whitney. Ja a existéncia de métricas pseudo-Riemannianas em M estd condici-
onada a sua topologia:

Teorema 1.2.2. Uma variedade diferencidvel M admite uma métrica pseudo-Riemanniana de indice v se
e somente se existe uma distribuicio suave® de posto v definida em toda a M.

Essencialmente, a métrica a ser definida tornaré a distribui¢do dada completamente negativa.
Particularizando para o caso Lorentziano, temos o

Corolario 1.2.3. Seja M uma variedade diferencidvel conexa. Sdo equivalentes:
(i) M admite uma métrica Lorentziana;

(ii) Existe um campo de vetores sobre M que nunca se anula;

1Uma distribuicdo © de posto v ao longo de M é uma escolha suave, para cada p € M, de um subespaco v-
dimensional ®, C T, M. A escolha é suave no seguinte sentido: para todo p € M existem uma vizinhanga aberta U
de p e campos {X1, ..., X, } ao longo de U tais que D, é gerado por {qu, ... ,X,/q}, para todo g € U.
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(iii) Ou M é ndo-compacta, ou sua caracteristica de Euler-Poincaré x (M) é zero.

Para uma demonstra¢do do Teorema 1.2.2 acima, veja a referéncia classica [1], ou entdo [24]
(onde sdo discutidas vérias consequéncias). Para o Corolério 1.2.3 como enunciado acima, veja [22].
Vejamos alguns exemplos de métricas pseudo-Riemannianas:

Exemplo 1.2.4.

(1) Paracadan > 1e 0 < v < n, a métrica que associa a cada x € R}} o produto (-,-), em
Tx(R!) = R é pseudo-Riemanniana.

(2) Os conjuntos

Sl ={x¢€ ]R,'}+1 | (x,x), =1} e Hj={x¢€ ]R'Vlﬁ (x,x),,1 = —1}

munidos das métricas pseudo-Riemannianas induzidas de R!'*1 e ]Rz_t} (conforme (1) acima)

sdo variedades pseudo-Riemannianas com indices iguais a v. Em particular, 5§ é chamado o
espago de de Sitter e H} é chamado o espago de anti-de Sitter.

(3) Sejam (B, gp) e (F,gr) duas variedades pseudo-Riemannianas, f € C%®(B) que nunca se
anule,e 71: BX F = Bec: B x F — F as proje¢des. Entdo

§=m'gp+ (fom)o'gr

é uma métrica pseudo-Riemanniana em B x F, com indice Ind(¢) = Ind(gp) + Ind(gr). Em
outras palavras, se v, w € T(p,q) (B x F), entdo

8(pa) (0 w) = (88)p(A7T() ) (0), d7T() ) (w)) + F () (8F) g (Ao} ) (0), o0 ().

O par B xsF = (B x F,g) é chamado o produto distorcido> de B e F por f. A ideia desta
construgdo é generalizar a ideia da métrica produto usual, distorcendo-a em cada fibra p x
F = F, de acordo com o ponto p na base B.

Defini¢ao 1.2.5. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma conexdo linear em M é uma aplicagdo
V:X(M) x X(M) — X(M) satisfazendo

() Vi, irx,Y = Vi, Y + fVx,Y
(i) Vx(Y1+Y2) = VxY1+ VxYy;
(i) Vx(fY) =X(f)Y+ fVxY,
quaisquer que sejam X, X1, X, Y, Y1, Y2 € X(M) e f € C*(M).
Observacio.

* Em geral, se E - M é um fibrado vetorial sobre M, uma conexio de Koszul sobre E é uma
aplicagdo V: X(M) x I'(E) — I'(E) satisfazendo (i), (ii) e (iii) acima. Ou seja, uma conexao
linear é uma conexdo de Koszul sobre TM.

e E possivel mostrar (veja [17]) que, para cada p € M, o valor de (VxY), depende apenas do
valor X, e dos valores de Y em uma vizinhanga de p. Em outras palavras, V é tensorial na
varidvel X, devido a C*(M)-linearidade nesta variavel. Assim, fica bem-definido Vx,Y =
(VxY),.

2Warped product.
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Em principio, métricas e conexdes sdo conceitos independentes sobre M. A geometria ade-
quada sobre M ¢é descrita por uma certa conexao, que se relaciona com a métrica. Vamos motivar
as duas condi¢des que imporemos sobre tal conexdo na discussdo a seguir. Comegamos recor-
dando a

Defini¢do 1.2.6 (Campos tensoriais). Seja M uma variedade diferencidvel. Um campo tensorial de
tipo® (r,s) ao longo de M é uma aplicagdo C*(M)-multilinear

T: X* (M) x X(M)* — C®(M).

O conjunto de tais campos tensoriais é denotado por T, (M).
Observacio.

* Note que T% (M) = X*(M) e T(M) = X(M). Convencionamos T4 (M) = C*(M). Even-
tualmente chamaremos campos tensoriais apenas de “tensores”.

e A C*(M) multilinearidade de T € ¥’,(M) garante que o valor de
(T(w?, ..., 0", X1,..., X)) (p)

depende apenas dos valores dos seus argumentos em p, qualquer que seja p € M..

* De modo andlogo a situacdo em espagos vetoriais, temos uma operagdo de produto tenso-

rial ®: T (M) x ‘Irs/,(M) — ‘Ir;j:;,(M). Por exemplo, se A € TH(M) e B € T (M), entdo o

produto A ® B € T%4(M) é definido por
(A® B)(w!, w? X1,X2,X3) = A(w?, X1, X2)B(w?, X3).
¢ Eventualmente é conveniente lidar com campos tensoriais cujos argumentos estejam per-
mutados, como por exemplo A(wl, X, w?, X5, X 3), entre outros.

Lema 1.2.7 (Contragdo). Seja M uma variedade diferencidvel. Existe uma tinica aplicagio C*(M)-
linear, chamada contragao, tr}: T4 (M) — C®(M) tal que tr}(X ® w) = w(X), para todos X €
X(M)ew € X*(M).

Para uma demonstragdo, veja [18]. Em geral, para um campo tensorial A € ',(M), temos
vérias possibilidades de contragao (tr ), dependendo dos argumentos escolhidos.

Definicdo 1.2.8. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma derivagio tensorial em M é uma cole¢ao
de aplicacdes R-lineares D = D} : TL(M) — TL(M) tais que

(i) D(A®B) =DA®B+ A®DB;
(ii) trf(DA) = D(trf(A)), para toda contragio tr?.
b b p b

O préximo resultado, cuja demonstragdo também pode ser encontrada em [18], nos diz es-
sencialmente tudo o que precisamos saber sobre derivagdes tensoriais:

Teorema 1.2.9. Sejam M uma variedade diferencidvel e D uma derivagdo tensorial em M. Para todo
A € TL(M), vale a igualdade

D(A(wl,...,w’,Xl,...,XS)) = DA(wl,...,wr,Xl,...,Xs)+

r . S
—|-EA(wl,...,le,...,wr,Xl,...,Xs) +ZA(wl,...,wr,Xl,...,DXi,...,Xs),
i=1 i=1

para quaisquer w',...,w" € X*(M) e Xy,...,Xs € X(M).

31 vezes contra-variante e s vezes covariante.
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Ou seja, este dltimo teorema nos diz que para conhecer uma derivagdo tensorial D, basta
saber como ela age em C®°(M) e em X(M). A agdo em X*(M) também é conhecida, uma vez que
Dw(X) = D(w(X)) — w(DX), quaisquer que sejam w € X*(M) e X € X(M)

Com isto, se V é uma conexdo linear em M, pode-se definir uma derivacdo Vyx, para cada
X € X(M).Se f € C*(M), colocamos Vx f = X(f), e assim podemos escrever a:

Defini¢ao 1.2.10. Sejam M uma variedade diferencidvel e V uma conexdo linear em M.

(i) Dados X € X(M) e A € T',(M), a derivada covariante de A na direcio de X é o tensor VxA €
T (M) definido pela expressao

VX(A(wl,...,w’,Xl,...,Xs)) = VXA(wl,...,wr,Xl,...,Xs)—i—

T
+ ZA(wl,...,Vle,...,wr,Xl,...,Xs)
i=1

s
+ ZA(aJl,...,w’,Xl,...,VXXi,...,Xs).
i=1

(ii) Se A € T'((M), a derivada covariante total de A é o tensor VA € T’ , (M) definido por

VA(wl,...,wr,Xl,...,Xs;X) = VXA(wl,...,w’,Xl,...,Xs).

(ili) Dizemos que um campo tensorial A € T’ (M) é paralelo se VA = 0.

Agora estamos em condicOes de apresentar a primeira condi¢do que desejaremos que nossa
conexdo V possua:

Defini¢ao 1.2.11. Sejam M uma variedade diferencidvel e V uma conexao linear em M.

(i) A torgio de V é o campo tensorial TV € T%(M) definido por
V(X,Y) = VxY — VyX — [X,Y].

(ii) O hessiano covariante de f € C®(M) segundo V é o tensor Hess(f) = V(Vf) € T%(M),
dado por
Hess(f)(X, ) = Y(X(f)) — df(VyX).

Proposicao 1.2.12. Sejam M uma variedade diferencidvel e V uma conexdo linear em M. Entdo a torgio
de V é identicamente nula se e somente se todos os hessianos covariantes segundo V sdo simétricos.

Demonstragdo: Basta observar para quaisquer f € C*(M) e X,Y € X(M), tem-se
Hess(f)(X,Y) = Hess(f) (Y, X) + 1V (X, Y)(f).
O

Ou seja, a torgdo de uma conexdo mede o quanto a “derivada segunda” de uma fungédo suave
deixa de ser simétrica. Entretanto, a tor¢do de uma conexdo ainda é um conceito independente
de qualquer métrica pseudo-Riemanniana. Sendo assim, para motivar a segunda condicao, vol-
tamos a considerar variedades pseudo-Riemannianas.

Defini¢do 1.2.13 (Isomorfismos musicais). Seja (M, (-,-)) uma variedade pseudo-Riemanniana.
Os isomorfismos musicais §: X* (M) — X(M) e b: X(M) — X*(M) sdo definidos por w(X) =
(W', X) e X,(Y) = (X,Y).

Observacgio.



24 AMBIENTES PSEUDO-RIEMANNIANOS 1.2

* Os isomorfismos musicais nos permitem “tocar uma sinfonia” com tensores, convertendo
argumentos contravariantes em covariantes e vice-versa. Por exemplo, se A € ‘I%(M), po-
demos definir A: X*(M) x X(M) x X(M) x X*(M) x X(M) — C®(M) via

A(w,X,Y,0,Z) = Alw, X,,Y,0%, Z).

Se (U, (x!,...,x")) € Z(M) é um sistema de coordenadas em M, a relacio entre as compo-
nentes A ]ké = A(dx',dx/,0y,9y,0,) € Aij,fm = A(dx!, dj, ok, dx?,d,,) neste sistema é dada
por

bl pia
A]km - Z gﬂ]g A kbm~’
a,b=1
onde gl] = (0;,0;) e (g )1] ; denota a matriz inversa de (gl])ljzl.
para “subir ou descer meio tom” nos indices das componentes dos tensores, justificando a
nomenclatura de isomorfismos “musicais” dada.

Ou seja, a métrica é usada

¢ Usando o processo descrito acima, podemos agora realizar contracdes entre dois indices
contravariantes (tr“*) ou dois indices covariantes (tr ;). Basta descrever o processo para
tensores de tipo (0,2) (sendo o caso (2,0) anélogo): dado T € F°,(M), definimos um novo
T¢ € 1 (M) por T*(w,X) = T(w? X), e colocamos tr1,(T) = tr1(T*). Relativamente a
um sistema de coordenadas, temos Y/ ; T' = Yo gl T;;. Em particular, o traco visto no
Teorema 1.1.29 (p. 19) nada mais é do que tr 1>, a menos do contradominio.

e O gradiente de uma fungao f € C®°(M) é definido entdo como grad f = (df)%.

e J4 utilizamos a aplicagdo bemol b a nivel de espagos vetoriais com o produto (-, )
demonstracdo da Proposigdo 1.1.5 (p. 9).

., Na

A prépria métrica pseudo-Riemanniana (-, -) é um elemento de T5(M) e, portanto, faz sen-
tido indagarmos se a métrica é um tensor paralelo segundo a conexdo V. Explicitamente, vemos
que

V((-,NXY,Z)=Z(X,Y)—(VzX,Y)—(X,VzY),

quaisquer que sejam X, Y, Z € X(M). Qualitativamente, o quanto a métrica deixa de ser paralela
é medido pelo quanto a conexdo deixa de ser compativel com os isomorfismos musicais, no
sentido da:

Proposi¢do 1.2.14. Sejam (M, (-,-)) uma variedade pseudo-Riemanniana e V uma conexio linear em
M. Entdo V paraleliza (-, -) se e somente se (Vxw)t = Vxw!e (VxY), = VxY,, quaisquer que sejam
X, YeEX(M)ew € X*(M).

Demonstragdo: Suponha que V paraleliza (-, -).

¢ V é compativel com f: temos

((Vxw), Y) = (Vxew)(¥)
= X(w(¥)) ~w(VxY)
—X<a)jj Y> <wﬁ,V >
O <VXaJﬁ Y> + <wﬁ VXY> <wﬂ,VXY>
<chuﬁ Y>

onde em (1) usamos que V paraleliza (-,-). Sendo Y arbitrario e (-,-) ndo-degenerada,
segue que (wa)Tj = Vxwh.
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e V é compativel com b: sendo Z € X(M) arbitrério, temos

(VxY),(Z) = (VxY,Z)

% x(v,2) - (Y, VxZ)

= X(Y,(2)) - Y,(VxZ)
= (VxY,)(2),

onde em (2) novamente usamos que V paraleliza (-, -). Disto segue que (VxY), = VxY,,
como desejado.

Agora suponha que V é compativel com os isomorfismos musicais. Temos que

X(Y,Z) = X(Y,(2))
= (Vx¥,)(Z) +Y,(VxZ)

& (VxY),(2) + Y, (VxZ)
= (VxY,Z)+ (Y, VxZ),

onde em (3) usamos que V é compativel com b. O
Toda a discussao acima culmina no:

Teorema 1.2.15. Seja (M, (-, -)) uma variedade pseudo-Riemanniana. Existe uma tinica conexdo linear
em M que paraleliza (-, -) e possui torgdo nula. Tal conexdo é dita a conexdo de Levi-Civita de (M, (-, -)).

A demonstracdo deste teorema é a mesma apresentada pela literatura no caso Riemanniano
(utilizando a férmula de Koszul) e pode ser consultada, por exemplo, em [17].

Observagdo. Deste ponto em diante, somente trabalharemos com a conexdo de Levi-Civita de
qualquer variedade.

E conveniente expressarmos tal conexdo em coordenadas:

Proposic¢do 1.2.16 (Segunda identidade de Christoffel). Seja (M, (-, -)) uma variedade pseudo-Riemanniana.
Se (U, (x',...,x")) € Z(M) é uma carta de M, e

n
Vadj = Y Tk,
k=1

entdo

k _ N Lk [ 98ir Sjr _ 98ij
Ly = r; 28 <8xf T ox 8x7> ’

onde (gij)};_1 € a matriz dos coeficientes de (-, -) na carta escolhida e (g")!;_; é a sua inversa. Os coefici-

entes Fi.‘j sio chamados os Simbolos de Christoffel.

Observacao. Note que os Simbolos de Christoffel sdo simétricos nos indices inferiores. Para
n = 2, adotando a notagéo classica E = (9,,9,), F = (d,,0,) € G = (0y, dv), a segunda identidade
de Christoffel se simplifica muito principalmente quando F = 0. Neste caso a expressdo dada
para os I’;‘j se reduz a

1 . (dgx 0%k 9gi
Kk _ L ke (98ik | 98jk  98ij
L =3¢ (aw‘ T auk>'

Em particular, vemos que:
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k

* Sei # j apenas, como Iy = F;fi e gij = 0, temos

1,0
i~ iiYil
b =58
ou seja,
E G
FZU = rgu = 2; € er = rgu = 25'

* Sei=j#k, temos gix = gjx = 0 e daf

rk = 1 w98ii
. 2° quk’
ou, equivalentemente,
E G
qu:—% € gv:_ziEu‘
* Sei=j=k, temos:
1 ;0gi
T = Eg” ou'’
ou,
E G
Th=5g ¢ Th=15g

Para uma demonstragéo, veja [17]. Com a conexdo de Levi-Civita, podemos introduzir uma

nocdo adequada de curvatura, que mede o quanto derivadas (covariantes) segundas deixam de
comutar:

Defini¢do 1.2.17 (Tensor de curvatura). Seja (M, (-,-)) uma variedade pseudo-Riemanniana. A
curvatura de Riemann de M é a aplicagdo C*(M)-multilinear R: X(M)?> — X(M) definida por

R(X, Y)Z =VxVyZ - VyVxZ — V[X,Y]Z-

Observacio.

¢ Em geral, se V é uma conexdo de Koszul em um fibrado vetorial 7t: E — M, a curvatura

de V é a aplicacao RY: X(M) x X(M) x T(E) — T(E) definida pela expressao acima.
Neste contexto, a curvatura de Riemann nada mais é do que a curvatura da conexdo de
Levi-Civita.

Definindo Vg(,yz = VxVyZ — Vy,yZ, a expressdo R(X,Y)Z = V%QYZ - Vi,XZ nos diz
que R mede o quanto estas derivadas covariantes “segundas” deixam de comutar.

Pela C*(M)-multilinearidade de R, podemos calcular R em vetores tangentes ao invés de
campos, obtendo aplica¢des multilineares R, em cada espago tangente T, M.

Definindo R: X(M)* — C®(M) por R(X,Y,Z,W) = (R(X,Y)Z, W), obtemos um ele-
mento de 504(M ) satisfazendo as seguintes simetrias:

(i) R(X,Y,Z,W)=—-R(Y,X,Z, W) = —-R(X,Y,W,Z);

(i) R(X,Y,Z,W)=R(Z,W,X,Y);
(i) R(X,Y,Z,W)+R(Y,Z,X,W)+R(Z,X,Y,W) =0,

quaisquer que sejam X,Y,Z, W € X(M). A expressdo em (iii) é conhecida como primeira
identidade de Bianchi. Para uma demonstragao, veja [17].

A partir da curvatura de Riemann, temos outras nogdes relevantes de curvatura:
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Defini¢do 1.2.18. Seja (M", (-,-)) uma variedade pseudo-Riemanniana.

(i) A curvatura seccional de um 2-plano ndo-degenerado IT C T, M é definida por

R(v,w, w,v)

(v,v) (w,w) — <v,w)2,

onde {v, w} é uma base de IT. Tal expressdo ndo depende da escolha da base de IT. Quando
n = 2, K é chamada a curvatura Gaussiana de M.

(ii) A curvatura de Ricci de M é a aplicagdo Ric: X(M)? — C®(M) definida por
Ric(X,Y) =tr (Z — R(Z,X)Y).
Note que Ric € T%(M) é um tensor simétrico.
(iii) A curvatura escalar de M é a fungdo S € C*°(M) definida por S = tr, Ric = tr . .y Ric.
Exemplo 1.2.19.

(1) A conexao de Levi-Civita de R? é dada por VxY = Y, X(Y')9;, onde Y = Y, Y9, e
(01,...,0,) denotam os campos candnicos (ai’x = ¢;, para todo x € R}). Além disto, se
X =3y, X0, Y=Y",Y09efecC(R}) temos que

Hess(f)(X,Y) = i X'y ”f

o
Py ox'ox/

Por fim, é facil ver que R = 0, de modo que todas as curvaturas de IR} sdo nulas.

(2) Em geral, se uma variedade pseudo-Riemanniana (M, (-, -)) possui curvatura seccional cons-
tante e igual a Ko, pode-se mostrar (lancando mao de uma certa polarizagdo) que

RX,Y)Z=Ko((Y,Z)X — (X, Z)Y).
Uma demonstragado deste fato pode ser encontrada em [17]. Em particular, segue disto que
Ric(X,Y)=(n—1)Ko(X,Y) e S=mn(n—1)K,.
Isto em particular se aplica para as formas espaciais pseudo-Riemannianas

R}, sec =0,
Mj(c) =< St sec=1,
Hy, sec = —1.
A nogao correta de equivaléncia entre variedades pseudo-Riemannianas é a de isometria:

Defini¢do 1.2.20. Sejam (M3, g1) e (My, §») variedades pseudo-Riemannianas. Um difeomor-
fismo (local) F: M; — M, é uma isometria (local) se

(81)p(v,w) = (82)F(p) (dFy(v), dFy(w)),
quaisquer que sejam v, w € T,Mj.

Observacgdo. Rigorosamente, deve ser feito um comentério sobre a nomenclatura de “formas es-
paciais” que adotamos no item (2) do Exemplo 1.2.19. Uma forma espacial pseudo-Riemanniana
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é uma variedade pseudo-Riemanniana conexa, geodesicamente completa e com curvatura secci-
onal constante. Mostra-se (vide por exemplo [18]) que duas formas espaciais simplesmente cone-
xas sdo isométricas se e somente se possuem mesma dimensao, indice e curvatura. Entretanto, os
espacos S!'_; e Y sdo anti-isométricos e ndo sdo simplesmente conexos. Isto justifica o uso fre-
quente na literatura dos seus recobrimentos universais. Em geral, toda forma espacial (M, (-, -))
é o quociente de uma forma espacial simplesmente conexa por um grupo discreto de isometrias
(a saber, 0 seu grupo fundamental 71 (M)).

A adequagdo desta definigdo de isometria fica evidenciada pelo seguinte resultado:

Teorema 1.2.21. Sejam (M, g) e (M, g) variedades pseudo-Riemannianas, e F: M — M uma isometria.
Denote suas conexdes de Levi-Civita por V e V, e suas curvaturas de Riemann por R e R. Entdo, dados
pEMX,Y,ZcX(M)efeC®(M),valem:

(i) dF (VxY) = (Vdp(x) dF(Y)) oF;
(ii) Hess(f o F)(X,Y) = Hess(f)(dF(X),dF(Y)) o F;
(iii) A(foF) = (Af)oF, onde Af = tr . Hess(f) é o Laplaceano de f;
(iv) dF(R(X,Y)Z) = (R(dF(X),dF(Y))dF(Z)) oF,
Demonstracdo: Vejamos, por exemplo, a demonstracio de (ii) utilizando (i). Temos:

Hess(f o F)(X,Y) = X(Y(f o F)) = (VxY)(f o F)
= X(dF(Y)(f) o F) - dF(VXY)(f)

= dF(X)(dF(Y)(f)) o F = ((Varx)dF(Y)) o F)(f)

= Hess(f)(dF(X ),dF(Y)) oF,
como desejado. O
Observacio.

¢ O item (i) segue, por exemplo, da férmula de Koszul. Assim, o item (iii) é um corolério
imediato de (ii).

* O operador A é chamado o operador de Laplace-Beltrami. O Exemplo 1.2.19 (p. 27) nos diz
que se f € C*(R"), entdo

2 n 2
N e A S
i=1 ax i=n—v+1 ox!
Quando v = 1, A é usualmente denotado por O (o d’Alembertiano, operador de onda).
Em geral, fungoes f satisfazendo Af = 0 sdo ditas harmonicas. Os operadores Hess e A
sdo naturalmente estendidos para func¢des assumindo valores em R¥, agindo componente
a componente.

¢ De (iv) segue também que isometrias preservam a curvatura seccional, a curvatura de Ricci
e a curvatura escalar.

1.2.2 Teoria de subvariedades in the large

Na Geometria Diferencial Cldssica de curvas e superficies, estudamos como a geometria de uma
superficie se relaciona com a geometria do ambiente IR*> onde esta se localiza. Vejamos como as
geometrias de duas variedades pseudo-Riemannianas se relacionam, quando uma esta “dentro”
da outra.
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Definigdo 1.2.22. Sejam (M, g) e (M, g) duas variedades pseudo-Riemannianas. Uma aplicagdo
suave F: M — M é uma imersdo isométrica se dF, é injetora para todop € M e

gp(v,w) = SF(p) (dFp(v), dFy(w)),
quaisquer que sejam v, w € T, M.

Nesta situagdo, ao invés de carregar a imersao, seguiremos a tradi¢io em Geometria, identifi-
cando M com F(M) e F com a inclusdo. Deste modo, podemos utilizar a notagéo (-, -) tanto para
a métrica do ambiente M como para a métrica induzida em M.

Diremos que M é de tipo espago se a métrica induzida em M for Riemanniana e, se M for Lo-
rentziana, que M é de tipo tempo ou luz conforme a métrica induzida seja também Lorentziana
ou degenerada, respectivamente.

Sendo M ndo-degenerada (i.e., com métrica induzida ndo-degenerada), para todo p € M po-
demos ver T, M como um subespago de T, M, obtendo a decomposicdo T,M = T,M & (T,M)".
Globalizando, temos a decomposicdo em soma de Whitney TM‘ M= TM @ TM*, onde TM* é
chamado o fibrado normal de M, e cada (T, M)~ é o espago normal & M em p. Denotamos as projegdes
tangente e normal associadas por | e *, como esperado.

Seguindo [18], denotamos por X(M) e X+ (M) os C®(M)-médulos dos campos de vetores ao
longo de M ndo necessariamente tangentes a M, e normais a M, respectivamente.

Observac¢io. Além do mencignado acima, denotaremos por V e R a conexdo de Levi-Civita e
a curvatura de Riemann de M, reservando a notacdo sem barras para os objetos geométricos
associados & M. Note também que X+ (M) = I'(TM'), em linguagem de fibrados.

O primeiro passo natural é relacionar a conexdo e a curvatura de M com a do ambiente M.
Dados X, Y € X(M), podemos considerar extensdes locais X e Y para alguma vizinhanga de M,
e escrever

Seguindo esta notagdo, temos o:

Teorema 1.2.23. Sejam M"+m, -,+)) uma variedade pseudo-Riemanniana e M" C M uma subva-
] p

riedade nio-degenerada de M.

(i) Dados X,Y € X(M), vale que VxY = (V¢Y)', quaisquer que sejam as extensdes locais de X e Y
escolhidas.

(ii) A aplicagdo I1: X(M) x X(M) — X+(M) definida por (X,Y) = (VxY)* estd bem definida (ou
seja, nio depende das escolhas de extensoes de X e Y), é C®°(M)-bilinear e simétrica. Tal aplicagdo 11
é chamada a Segunda Forma Fundamental de M em M.

Para uma demonstragado, consulte [17]. Em vista deste resultado, abusamos da notagéo e es-
crevemos simplesmente B
VxY =VxY+1(X,Y),

expressdo tal conhecida como a férmula de Gauss.
Com isto, registramos a relagdo entre R e R na:

Proposic¢do 1.2.24 (Gauss). Sejam (Mn+m, (-,-)) uma variedade pseudo-Riemanniana e M" C M

uma subvariedade nio-degenerada de M. Sendo X,Y,Z,W € X(M), vale que:

R(X,Y,Z,W) =R(X,Y,Z,W) + II(X, W),1I(Y, Z)) — (II(X, Z),TI(Y, W))..

A demonstragado consiste em um célculo direto, que pode ser consultado em [18].
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Corolario 1.2.25. Sejam (MHM, (-,+)) uma variedade pseudo-Riemanniana e M" uma subvariedade

ndo-degenerada de M. Sendo X,Y,Z,W € X(M), vale que

(I1(X, X),1(Y,Y)) — (I(X,Y),I[(X,Y))
(X, X)(Y,Y) — (X,Y)?

K(X,Y)=K(X,Y) +

4

para todo ponto em que span(X,, Y ) seja ndo-degenerado. Chamaremos a quantidade
Kext(X,Y) = K(X,Y) — K(X,Y)
de curvatura (seccional) extrinseca.

Junto com a Segunda Forma Fundamental, temos mais dois conceitos de extrema importan-
cia, que relacionam as geometrias de M e M:

Definic¢do 1.2.26. Sejam (Mn+m, (+,+)) uma variedade pseudo-Riemanniana e M" uma subvarie-
dade ndo-degenerada de M.

(i) O vetor curvatura média de M é o campo H € X+ (M) definido por

H = 1’[I‘( >H
n

(ii) Seja & € X*+(M). O operador de Weingarten associado a & é o endomorfismo C*(M)-linear
Ag: X(M) — X(M) caracterizado pela relagao
(A5(X),Y) = ((X,Y),8),
para todos X, Y € X(M).

Observagdo. A existéncia de Az estd garantida pelo fato da métrica (-, -) ser ndo-degenerada.
Explicitamente, temos que

(I(X,Y), &) = (VxY - VxY,&) = (VxY,&) 2 (v, - Vxg) = (~(Vx2)"Y),

donde segue que A¢(X) = —(VxZ&) ", onde em (*) usamos que (Y, &) = 0. Além disto, como Il é
simétrica, cada Ag é auto-adjunto. Segue disto que se M é Riemanniana, cada A; é diagonaliza-
vel. Na verdade, esta conclusdo pode ser melhorada sob hipéteses adequadas, usando a seguinte
versdo do Teorema Espectral Real: se T: R} — R/ é auto-adjunto em relagdo a (-,-),, n > 3, e
(Tv,v), # 0 para todo v € R} de tipo luz, entdo T é diagonalizavel em base ortonormal. Para

uma demonstragdo?, veja [5].
Os seguintes conceitos serdo importantes para o capitulo seguinte:

Defini¢do 1.2.27. Sejam (M, (-,-)) uma variedade pseudo-Riemanniana, M uma subvariedade
ndo-degenerada de M, e p € M. Diremos que:

(i) p é um ponto plano (flat point) se Il(v, w) = 0, para todos v, w € T,M;
(ii) M é totalmente geodésica se Il = 0;

(iii) p é um ponto umbilico se existe {(p) € T,M* tal que II(v,w) = (v, w) &(p), para todos
v,we T,M;

40 argumento dado, devido a Milnor, ¢ surpreendente: a hip6tese n > 3 garante que R/ \ {0} é simplesmente
conexo, facilitando o uso de ferramentas de topologia, homotopias e integragéo.
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(iv) M é totalmente umbilica se todos os seus pontos sdo umbilicos.

(v) M é pseudo-umbilica se existe p € C®(M) tal que (II(X,Y),H) = p(X,Y), para todos os
campos X, Y € X(M).

Observagdo. Na definigdo acima, é fécil ver que necessariamente teremos ¢(p) = H(p) em: (iii),
ep = (H,H) em (v). Ainda, M ser totalmente umbilica é equivalente a cada operador de Wein-
garten em p ser um multiplo da identidade, ou seja, para todo &(p) € T,M" existe Ag(p) € Rtal
que Ag(p) = Ag(p)IdT, M. Finalmente, note que

totalmente geodésica = totalmente umbilica = pseudo-umbilica.

Exemplo 1.2.28 (Hiperquddricas).

(1) Para Sy, temos que um campo normal € N: 5 — R’*! dado por N(x) = x. Assim, dado um
campo X € X(M), temos An(X) = —(VxN)" = (=dN(X))" = (-1d(X))" = —X, donde
o Lema 1.1.7 (p. 10) nos da

I(X,Y) = II(X,Y),N), N = (An(X),Y), N = — (X,Y),N.

Deste modo, temos que S! é totalmente umbilica em R?*! e o Corolério 1.2.25 (p. 30) nos da
que a curvatura seccional de S} é constante e dada por K = 1. Além disto, o vetor curvatura
média de S} é dado simplesmente por

1 1
H = —tr (— <',->v N) = —E(tr<.,.>

n y <"'>1/)N: —N.

v

(2) De modo anélogo, considerando Hj, temos que um campo normal é N: H! — IRSH dado
por N(x) = x, donde An(X) = —X, e II(X,Y) = (X,Y) N. Desta vez, também temos que
H} é totalmente umbilico em lR”ﬂ, e o Coroldrio 1.2.25 nos diz que a curvatura seccional de
H;} também é constante e dada por K = —1, e o vetor curvatura média de I} é simplesmente

H=N.
A relagdo entre a curvatura média e os operadores de Weingarten fica resumida na:

Proposigdo 1.2.29. Sejam (M"™,(-,-)) uma variedade pseudo-Riemanniana e M" uma subvariedade
ndo-degenerada de M. Suponha que F = (Eq,...,Ey,Nyi1,..., Nyym) é um referencial local adap-
tado a M (ou seja, 0s E; sdo tangentes a M, e os N; sdo normais a M, todos definidos em algum aberto de
M). Entio:

(i) se (Np41,- .-, Npym) sdo ortonormais, o vetor curvatura média de M se expressa como
1 n—+m
H=-> ) e tr(An,)N;
n
i=n+1
onde €; = en, abreviam os indicadores dos campos N.

(ii) Escrevendo

n+m 1<i,j<1’l,

An, (E th] ;e I(E,E)) k;Hh - N, ptl<k<noem
tem-se que
n. ntm
Z Z h ngkrg 7
=1lr=n+1
onde ( gl])”+m é a matriz de (-, -) no referencial F e (g’ )”]*”} a sua inversa.



32 AMBIENTES PSEUDO-RIEMANNIANOS 1.2

Demonstracgao:

(i) Podemos supor que (Ej, ..., E,) também sdo ortonormais, e usar expansao ortonormal:

n+m n+m
Y, & (HN)N;= ) e < Ze]HE E)) >NZ-
i=n+1 i=n+1
1 n—+m 1 n—+m

= — Z 6126] <AN >N = — Z €l‘tI‘<ANl.)N1
nitn =31 mitm

como desejado.

(ii) Partimos da relacdo (An, (E;), E;) = (II(E;, E;), Ni), que se escreve como

n ’ n+m
_ r
E e i8ei = E 8k
(=1 r=n+1

Atacando ambos os lados com Y ; ¢'F segue que

n  n+m

Z 2 W 1]gk7’g

i=1r=n+1

Renomeando (nesta ordem) i — ¢ e p — i obtemos a conclusdo desejada, como no enunci-
ado.

O

Observagdo. O item (ii) do resultado acima nos diz que tanto os operadores de Weingarten como
a Segunda Forma Fundamental na realidade sdo diferentes facetas do mesmo objeto, identifica-
dos pela métrica (-, -).

Para obter mais relagdes entre as geometrias de M e M, utilizamos uma segunda conexao:

Definic¢ao 1.2.30 (Conexao normal). Sejam (H’Hm, (-,+)) uma variedade pseudo-Riemanniana e
M" uma subvariedade ndo-degenerada de M. A conexio normal de M é V+: X(M) x X (M) —

X+(M), definida por Vx¢& = (Vx&)*.
Observacio.

* Temos que V+ de fato é uma conexao de Koszul em TM* que, ainda por cima, paraleliza
a métrica (-, -) induzida nos espagos normais a M: X (¢,4) = (V&) + (&, V1), quais-
quer que sejam X € X(M) e &y € X+ (M). Fica também definida a curvatura normal de M,
como a curvatura R+ da conexdo V+, com expressdo analoga a da Definigdo 1.2.17 (p. 26):

R (X,Y)E = VEVHE ~ VEVEE — Vigy &

 Em particular, note que vale a decomposicdo Vx¢ = —Ag(X) + V¢ (chamada formula de
Weingarten).

A conexao normal é o ingrediente necessario restante para caracterizar subvariedades a me-
nos de congruéncias do ambiente. Por exemplo, temos o:

eorema 1.2.31. Sejam , M C R*™™ duas subvariedades nio-degeneradas. Entdo M e M’ sio con-

T 1.2.31. Sejam M", M’ "

Qruentes se e somente se existem parametrizacoes de M e M’ com mesmo dominio tais que os coeficientes
as métricas induzidas, Sequndas Formas Fundamentais e conexdes normais coincidam.

d t duzidas, S das F Fund £ d
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Uma discussdo sobre este resultado pode ser encontrada em [11]. Prosseguindo, temos um
analogo da Proposicao 1.2.24 (p. 29), cuja demonstracdo pode ser consultada em [17]:

Proposic¢do 1.2.32 (Ricci). Sejam (H’Hm, (-,+)) uma variedade pseudo-Riemanniana e M" C M

uma subvariedade nio-degenerada de M. Sendo X,Y € X(M) e & n € X+ (M), vale que:

(REX, )& 1) = RX,Y,&1) + ([Ag, A,)(X),Y),

onde [Ag, Ay = Ag o Ay — Ay o Ag denota o comutador de operadores lineares.

Observagdo. Se o ambiente M possui curvatura seccional constante, utilizando a férmula vista
no item (2) do Exemplo 1.2.19 (p. 27), vemos que R(X, Y)& = 0 e assim a equacdo de Ricci reduz-
sea (RH(X,Y)¢&, n) = ([As Ay)(X),Y). Concluimos que o fibrado normal de M é plano (ou seja,
R* = 0) se e somente se [Ag, A,] = 0, quaisquer que sejam &, 77 € X*(M). Quando a métrica
induzida em M é Riemanniana, isto é equivalente a todos os operadores de Weingarten serem
simultaneamente diagonalizaveis.

A filosofia por tras das equagdes de Gauss e Ricci consiste em analisar a expressao R(X,Y,-,")
quando as tltimas duas entradas sdo ocupadas por dois vetores tangentes e dois vetores normais,
respectivamente. O caso misto é coberto pela equagdo de Codazzi-Mainardi:

Proposigao 1.2.33 (Codazzi-Mainardi). Sejam (M”er, (-,-)) uma variedade pseudo-Riemanniana e

M" C M uma subvariedade nio-degenerada de M. Sendo X,Y,Z € X(M) e & € X+(M), vale que:
R(X,Y,Z,¢) = (VI(Y,Z;X) - VII(X,ZY),¢),
onde a derivada covariante total de I é definida adaptando a Definigdo 1.2.10 (p. 23):
VIIY,Z;X) = (VxI)(Y,Z) = VxII(Y,Z) - T(VxY,Z) - 1I(Y,VxZ).
Observacio.

¢ A derivada covariante de II definida acima é, no sentido estrito, a derivada covariante de
Il relativa a conexdo de Van der Waerden-Bortolotti V & V+ definida na soma de Whitney
TM‘M =TM 3 TM*".

¢ A equagdo de Codazzi-Mainardi também pode ser escrita como
(R(X, Y)z)L =VI(Y,Z;X) - VII(X,ZY).

Neste ponto, convém mencionar que para ambientes de curvatura seccional constante, as
equagdes de Gauss, Ricci e Codazzi-Mainardi sdo suficientes para garantir a existéncia de uma
certa imersdo isométrica, com unicidade a menos de rigidez, como no enunciado do Teorema
1.2.31 acima. Para mais detalhes sobre o Teorema Fundamental das Imersoes Isométricas, veja [10].

Concluiremos as preliminares analisando o que acontece quando temos trés variedades en-
cadeadas:

Proposigao 1.2.34. Sejam (ﬁ, (+,+)) uma variedade pseudo-Riemanniana, e M C M C M subvarieda-

des ndo-degeneradas. Denotando por ¥V a conexio de Levi-Civita de M, a Segunda Forma Fundamental
de M em M e 1l a Sequnda Forma Fundamental de M em M, valem:

(i) VxY = VxY + I(X,Y) + (X, Y), quaisquer que sejam X,Y € X(M).

(ii) Vx& = —Ag(X) + V%€ + (X, §), quaisquer que sejam X € X(M) e ¢ € X+ (M) NX(M),
onde Ag: X(M) — X(M) é o operador de Weingarten em M derivado de g.
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(iii) Az(X) = —(Vx&) ™, onde T denota a projecio em TM.
Demonstracao:

(i) Basta aplicar a formula de Gauss vista no Teorema 1.2.23 (p. 29) duas vezes:
VxY = VxY +1(X,Y) = VxY +II(X,Y) +1I(X, Y).

(ii) Utilizamos a férmula de Gauss juntamente com a férmula de Weingarten (vista logo ap6s
a Defini¢do 1.2.30, p. 32):

Vx& = VxE+T(X,8) = —Ag(X) + V& +11(X, ).
(iii) Como V)i({,' é normal & M e, a fortiori, ﬁ(X, ) também, basta aplicar ™ na expressao do
item anterior.
O

De posse deste resultado, o Exemplo 1.2.28 (p. 31) nos permite aplicar a proposi¢do acima na
situacdo frequente em que M é uma subvariedade de S} ou H.



Capitulo 2

Aprisionamento versus isotropia

De posse dos pré-requisitos vistos no capitulo anterior, estamos prontos para apresentar as defi-
ni¢des mais importantes deste trabalho. Na Segdo 2.1 apresentamos diversos exemplos de subva-
riedades marginalmente aprisionadas em formas espaciais, com o objetivo de levantar perguntas
a serem respondidas no restante do trabalho. J4 na Se¢do 2.2 introduzimos os chamados Refe-
renciais de Penrose (null frames) para subvariedades de codimensao 2, que sdao uma ferramenta
poderosa para obter diversos resultados. Como exemplo de aplicagdo, seguimos Anciaux em [49]
para mostrar que toda subvariedade de codimensédo 2 com Segunda Forma Fundamental de tipo
luz em M*2(c) est4 contida em um hiperplano de tipo luz.

Na Secdo 2.3, seguindo [46], introduzimos a no¢do de A-isotropia, e estudamos as relagdes
disto com umbilidade e pseudo-umbilicidade de superficies em vérios ambientes. Concluimos
o capitulo registrando alguns resultados de rigidez para subvariedades 0-isotrépicas nas formas
espaciais pseudo-Riemannianas M2 (c).

2.1 Definicao e exemplos

Agora, finalmente temos a maquinaria basica necessdria para apresentar a defini¢do mais impor-
tante deste trabalho:

Definigdo 2.1.1. Sejam (M, (-,-)) uma variedade pseudo-Riemanniana, M C M uma subvarie-
dade ndo-degenerada de M, e H o seu vetor curvatura média. Dizemos que M é:

(i) marginalmente aprisionada em M se H é sempre de tipo luz;
(ii) criticase H = 0;
(iii) w-marginalmente aprisionada' em M se (H, H) = 0.

Observacgdo. O indice da métrica de M restrita aos espacos normais a8 M deve ser ndo-nulo e
estritamente menor do que a codimensdo de M em M para que M possa ser marginalmente
aprisionada em M. Em particular, se a métrica de M é Lorentziana e M é marginalmente aprisi-
onada em M, entdo M necessariamente é de tipo espago e possui codimensdo maior ou igual a 2
em M.

Apresentaremos a seguir alguns exemplos de subvariedades marginalmente aprisionadas
em diversos ambientes, para nos acostumarmos com a geometria destes objetos:

1 Adotamos tal terminologia inspirados por um dos termos adotados na literatura em inglés, “weakly marginally
trapped”. Isto também tem a finalidade de evitar tradugdes longas e desagradaveis como “subvariedades fracamente
marginalmente aprisionadas” ou “subvariedades parcialmente marginalmente aprisionadas”.

35
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Exemplo 2.1.2. Sejam () C R" um aberto, T € C*(Q), e x: Q — L""2 2 R" x I.? dada por

x(u) = (u,T(u), T(u)).

Observe que x e Dx(u) = (Idg:, Dt(u), DT(u)) sdo injetoras, de modo que x é uma imerséo.

Ponha M = x[Q)]. Vejamos que M é uma subvariedade de tipo espago de I"*2, com Segunda

Forma Fundamental de tipo luz. Em particular, M é marginalmente aprisionada em I"*2.
Inicialmente, observe que

ox ot ot
iy = o) = (e 550, 550

donde a métrica induzida em M por " *2 fica expressa em coordenadas por

gii(u) = < <ei, g;(u)/ 3;(”)) : (eff ;;j(u)’ ;;(”)> >1

oT oT oT oT
=djj + ﬁ(”)@(”) - @(”)@(”)

= dij,

)

quaisquer que sejam 1 < i,j < n. Para calcular a Segunda Forma Fundamental de M em "2,
utilizamos a férmula B
Va”i au,» = Vauiau,' +1I (aui,au/‘) .

Como g;; = J;j, segue que a curvatura seccional de M e todos os Simbolos de Christoffel de x se

anulam, e assim
1I(9d,:,0,)=Vy .0, = P
(9t 9u) %W Juigu’

de modo que
! II(X,Y) = Hess(x)(X,Y) = (Hess(7)(X,Y))(0,1,1),

quaisquer que sejam X, Y € X(M). Assim II é sempre de tipo luz, e também

AT

=—(0,1,1
n(//)/

1 n
Hox=- Y 1(9,:,0,:)
i=1

donde M é w-marginalmente aprisionada em L"*2.
Veremos ainda neste capitulo o Teorema 2.3.14 (p. 55), que nos diz que este exemplo engloba
essencialmente todos aqueles com Segunda Forma Fundamental de tipo luz.

Exemplo 2.1.3. Sejam I € R um intervalo aberto, f € C*(I) tal que f”(u) # 0 paratodou € I, e

x: I x I — L* definida por
x(u,v) = (f(u),0,u, f(u)).

Calculando todas as derivadas relevantes, temos que

ox ox
au{x(u,v) = a(u,v) = (f'(u),0,1, f'(u)), av\x(w) = %(u,zj) =(0,1,0,0),
9%x ?x  9*x

W(”/ Z)) = (f/,(u>/01 O,f"(u)) € 010V = W =0.

Disto segue que x é uma imersdo. Ponha M = x[I x I]. A métrica induzida em M por I* fica
expressa nas coordenadas dadas simplesmente por du? + dv? e, como no exemplo anterior, temos
que a curvatura Gaussiana de M é nula. Sua Segunda Forma Fundamental (no ponto x(u,v)) é
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calculada como anteriormente:
= (f"(u),0,0, f"(u)) ® du ® du,
ou, se X = X"9, + X0, € X(M) (e analogamente para Y), temos
(X, Y) = X"Y*(f"(u),0,0, " (u)).
Note que II é sempre de tipo luz, e segue disto que

1 I1(dy,9y) +11(0y,0 1
Hox=tr,) 1= (o) 5 Our20) _ 5 (F(1),0,0, " (w)),

de modo que M é marginalmente aprisionada em L*.
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Este exemplo possui mais uma particularidade: a Segunda Forma Fundamental possui radi-
cal ndo-trivial em todos os pontos, ou seja, existem campos X € X(M) tais que II(X,Y) = 0,
quaisquer que sejam Y € X(M). Digamos, X = 0, serve. Diremos que M possui nulidade re-
lativa positiva. A relagdo desta condi¢gdo com a propriedade de ser marginalmente aprisionada
serd devidamente explorada no Capitulo 3, onde daremos classificagdes destas superficies nos

ambientes M7 (c), seguindo [40].

Exemplo 2.1.4. Nas mesmas condigdes do exemplo anterior, pode-se considerar x: I x I — R}
porx(u,v) = (v, f(u), f(u), u). A superficie obtida também possui Segunda Forma Fundamental
de tipo luz, é marginalmente aprisionada, e possui nulidade relativa positiva. Desta vez, a mé-
trica induzida por IR‘Z1 é Lorentziana ao invés de Riemanniana, expressando-se como —du? + do?.

Exemplo 2.1.5. Sejam Q) C R? aberto e f € C®(Q) tal que

82f a4f
oudv 70 e

ou20v?

Definax: O — IR‘Z1 por

x(u,v) =

\1@(f(u,v),u —v,u+v, f(u,v)).
Temos que

u| = a—x(u,v) - (af(u,v),l,l,af(u,v)> e

x(u,0) ou \/E ou E
Cax 1 jop, o
Bv‘x(ulv) = Bv<u’v) =7 <az) (u,v),-1,1, av(“’”)> ,

donde x é uma imersao e os coeficientes da métrica induzida em M = x[(Q)] sdo

i 0 -1
(gij)zz,jzl = (8])12,]':1 = <_1 0 > .
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Assim, podemos calcular

2 2 2
H(au’au):ax_ 1 (afooaf>

ouz 2 ou?

2’ dul

Px 1 [ 2 f
(9, 90) = udv /2 <E)uav’0’0' Buav> ¢

Px 1 [(f  &Ff
X _ - 0,0, ),
002 /2

02" 902
e temos que a Segunda Forma Fundamental de M é sempre de tipo luz. Ainda, temos que

(P
V2 \oudv” " oudv )’
e assim M é marginalmente aprisionada em IRj.

Como os exemplos anteriores, este também possui uma particularidade (a ser evidenciada
pela condicdo sobre a derivada de quarta ordem de f, que ainda ndo utilizamos). Vendo f defi-
nida sobre M, podemos calcular o seu Laplaceano:

II (ay, av) -

Hox =

(=11 3y, 0,) — 11 (3y,0y)) =

N —

Af =tr( ., Hess(f)
= —2 Hess(f) (0w, 0y)
—=2(0u(90(f)) —df (V5,00))
, %f
auav

usando que V; d, = 0 (uma vez que os Simbolos de Christoffel se anulam). Repetindo, vemos
que
otf
N2 f—4_ 7 -
f Ju29v?

e, portanto, A%x = 0. Subvariedades de espagos pseudo-Euclideanos satisfazendo a condigao
N%x = 0 sdo chamadas bi-harmoénicas, e sua relagio com subvariedades marginalmente apri-
sionadas é amplamente estudada. Por exemplo, em [41] e [45] é dada uma classificacao® das
superficies bi-harmonicas e marginalmente aprisionadas no espago neutro R}.

Os exemplos acima ilustram que subvariedades marginalmente aprisionadas podem de fato
possuir métricas Riemannianas ou Lorentzianas, dependendo do ambiente em que se encon-
tram. Entretanto, todas as situa¢des descritas apresentavam Segunda Forma Fundamental sem-
pre proporcional a um mesmo vetor de tipo luz, fato este que implica na subvariedade ser w-
marginalmente aprisionada. Todas estas subvariedades também estavam contidas em certos hi-
perplanos de tipo luz. Este é um detalhe importante que serd estudado ja na préxima secéo.

Exemplo 2.1.6. Vejamos agora um exemplo, seguindo [48], de uma superficie marginalmente
aprisionada em L4, cuja Segunda Forma Fundamental ndo seja, em geral, de tipo luz. Considere
x: ]0,27] x R — L* dada por

x(u,v) =

e ponha M = x[]0,27[ x R]. Note que M estd contida no cone de luz de L*. Temos

(cosu,senu,senh v, coshv),

dox
i ‘x(u,v) = @ (M, Z))

= (—senu,cosu,0,0) e av‘x(u

ox

)= Z1,9) = 0.0,cosho,senno),

2Possivelmente incompleta.
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donde a métrica induzida em M é du? + dv? (de tipo espaco) e os Simbolos de Christoffel se
anulam todos, de modo que no ponto x(u, v) valem

2
II(aul au) = guli :(— COSs 1/[,_ sen M, 0, O), II(au,av) _= 0 e
%x
11(9y,0y) = 32 = (0,0,senh v, cosh v).

Como afirmado, em geral Il ndo é de tipo luz. Entretanto, temos

11(9,,0 I1(9,,0 1
Hox = (9u, ”)—; (90, 9o) :E(—cosu,—senu,senhv,coshv),

que é sempre de tipo luz.

No exemplo acima vemos que mesmo que a Segunda Forma Fundamental da subvariedade
ndo seja de tipo luz, ainda obtivemos que a subvariedade possuia curvatura K = 0. Assim,
é natural indagar se toda subvariedade marginalmente aprisionada em algum ambiente deve
possuir K = 0. Vemos a resposta negativa a seguir:

Exemplo 2.1.7. Considere a fatia de S} descrita por x: |—m/2,7w/2[ x ]0,27[ — S} C IL° dada

por
x(u,v) = (1,cosucosv,cosusenv,senu,1).

Com este dominio, a imagem M = x[]—7/2,71/2[ % ]0,27[| é uma subvariedade mergulhada
de S}, difeomorfa & um aberto denso de $%. Vejamos que M é marginalmente aprisionada em Sf,
mas ndo em L°. Inicialmente, temos:

ox

au]x(u ) = a(u,v) = (0, —senucosv, —senusenv,cosi,0) e
ox
avyx(w) = %(u,v) = (0, — cosusenv, cos u cosv,0,0),

de modo que a métrica induzida em M é dada em coordenadas por du? + cos? u dv?. Portanto
M ¢é uma subvariedade de tipo espaco. Neste ponto podemos observar que M é na verdade
isométrica ao tal aberto denso de $2 mencionado acima, e possui curvatura seccional constante e
igual a 1.

Claramente N(x(u,v)) = x(u,v) é um campo normal e unitdrio ao longo de M, porém N
ndo é tangente a S e sim normal. Denote as coordenadas em I.° por (x,y,z,w,t). Por inspecao,
vemos que dy + d¢ € um campo de tipo luz normal ao longo de M e, sendo também ortogonal a
N, é tangente a ST ao longo de M (mas ndo em geral fora dos pontos de M).

Utilizando a Proposigdo 1.2.34 (p. 33) e notando que dy + d; é também ortogonal a todas as
derivadas segundas de x, concluimos que se II denota a Segunda Forma Fundamental de M
relativa a S‘%, entdo

<H(au,au)/ax =+ at>1 = <H(au/av)/ax + at>1 = <H(avrav)/ax + af>1 =0.

Isto naturalmente implica que (II(X,Y),0x + 9¢); = 0 quaisquer que sejam X,Y € X(M). Para
cada p € M, o complemento ortogonal de T,M relativo a T,S] possui dimenséo 2 e é de tipo
tempo, contendo portanto dois raios de luz. Sendo II(X,Y) normal & M, tangente a S}, e orto-
gonal a dy + 9, concluimos entdo que II(X,Y) é sempre paralelo® & dy + 9;. Mais precisamente,
calculando tediosamente os Simbolos de Christoffel (por exemplo, usando a Proposi¢do 1.2.16,

3 Atencdo: isto ndo é uma consequéncia do Corolario 1.1.13 (p. 12).
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p- 25), temos que
V3,00 =0, Vj0,=—tanud, e Vjd, =senucosud,,
donde a Proposigdo 1.2.34 nos da*
1(d,,0,) =y +0;, T11(3,,3,) =0 e TI(dy,dy) = cos® u(dy + 9;),

e assim II(X,Y) = (X,Y), (0« + 0;) é sempre de tipo luz. Em particular, H = 9, + 0; é de tipo
luz, e M é marginalmente aprisionada em S‘f.

Ja se Il e H denotam a Segunda Forma Fundamental e o vetor curvatura média de M relativos
a IL°, podemos utilizar a relagdo II(X,Y) = II(X,Y) — (X,Y); N e aproveitar os célculos feitos
acima para obter

11(9,,9,) = 32 11(9,,9,) =0 e II(dy,dy) = cos u@,
donde 22 22
— x — x
II(X,Y) =(X,Y), 32 e H= 32

Observe que II e H sdo sempre de tipo espago, e ndo luz. Além disto, note que a projegdo orto-
gonal de % nos espacos tangentes a S} é 9y + 9; (como deveria ser).

No exemplo acima, vemos que a superficie ¢ marginalmente aprisionada, mas possui curva-
tura K = 1 # 0. Entretanto, a curvatura do ambiente S‘f considerado também ¢é igual a 1. Entdo
poderiamos nos perguntar se uma subvariedade marginalmente aprisionada ndo pode possuir
curvatura “extrinseca”. Registramos abaixo a resposta negativa:

Exemplo 2.1.8. Considere a curva &: R — IL* dada por

) 2 2 s s
a(s) = (4_10g <1 + 4> Y —3s + 8 arctan (E) ,0,1+ 4> .

Tem-se que « é de tipo espago e possui velocidade unitdria. Considere X, a superficie de rotagao
hiperbélica gerada por &, imagem da aplicagdo x: R? — ¥, dada por

x(s,0) = (4log | 1+ i - f —3s + 8arctan <i> 1+ f senhf, ( 1+ i cosh 6
E\PRN Ty ) T 2\ "4 U '
Temos

ox 12s —s3 4—3s% s
9|

S
x(s0) g(sr@ 2@ +52) 415 ’Zsenh9’2C03h9> e

ox 52 g2
BG‘X(S,Q) = E(S'G) = (O, 0, (1 + 4) cosh o, (1 + 4> senh@) ,

2
de modo que a métrica induzida por L* em %, é apenas ds® + (1 + %) d6?. Calculando os
Simbolos de Christoffel nestas coordenadas, temos:

2s S 52
vasas =0, Vasag = m89 € Vagaﬂ = _E 1+ Z Os.

“Lembrando que 63”8“ = 9%x/9u?, etc..
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Com isto, obtemos:

2 —s*— 2452 + 4 —32s 1 1
1(3,3.) ax_(s s+ 48 32s )/

:@_ 2(4+52)2 /(4+52)2155enh9,§COSh0
II(aS/ae) - 0 e

1252 —s* 45 — 353 2 2 s2 2
I1(dg,dg) = < TR <1 + 4> senh 0, (1 + 4> cosh@ | .

De posse da Segunda Forma Fundamental de X, finalmente podemos calcular

2
H(x(s,0)) = % (II(&S,BS) + (4;2) H(ae,ae)>

B <—354+48 —12s —3s° 3 3 )

—senh 6, — cosh
aT ) (At rq 58 9,4cos 0

que é de tipo luz®. E com um pouco mais de paciéncia, o Coroldrio 1.2.25 (p. 30) nos permite
calcular a curvatura seccional de X,:
(I1(0s, 05 ),11(9g, 99) )4 2

K(x(s,0)) = B0, 30); ==

No Capitulo 4 veremos ndo apenas expressdes para simplificar os calculos feitos acima, mas
também um procedimento para produzir superficies de revolu¢do marginalmente aprisionadas
em IL*, com o Teorema 4.3.2 (p. 87). Em particular, a curvatura seccional poderd até ser prescrita.

2.2 Referenciais de Penrose e uma caracterizacao para Il tipo luz

~ . . . . ——n+2 Ly
Durante toda esta se¢do, fixe uma variedade pseudo-Riemanniana (M~ '~, (-, -)) com métrica de

indice 1 < v < n+1, e suponha que M" C MHZ é uma subvariedade ndo-degenerada tal
que a métrica (-, -) restrita aos espagos normais a M seja Lorentziana. Entdo cada espago normal
a M corta o cone de luz do respectivo espaco tangente 8 M em dois raios de luz, nos permi-
tindo definir um referencial de Penrose no fibrado normal de M, ou seja, dois campos de tipo luz
Li,L_ € X+ (M) tais que (L, L_) = 2 é constante. Diremos que o referencial é 2-normalizado.
Pode-se considerar também referenciais 1-normalizados ou (—1)-normalizados conforme for
conveniente.

Se ¢ € X+ (M) é um campo normal & M, escrevendo & como combinagéo linearde L, e L_ e
tomando produtos escalares, obtemos que

- (G, L)Ly +(¢, L)L
_ 5 .

Vamos registrar no seguinte lema como os objetos geométricos associados a M se expressam

em termos deste novo referencial, quando M = M""+2(c) é uma forma espacial pseudo-
Riemanniana (recorde o Exemplo 1.2.19, p. 27):

Lema 2.2.1. Sejam M" C M"*2(c), c € {—1,0,1}, uma subvariedade nao-degenerada tal que a métrica
restrita aos espagos normais a M seja Lorentziana, (Ey, ..., E,) um referencial local tangente a M, e

5Eu juro!
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\/

Rl’l

Figura 2.1: Referencial de Penrose normal a uma subvariedade de tipo espago M C 1."+2,

(L, L_) um referencial de Penrose 2-normalizado e normal @ M. Escrevendo
Ar, (E Zhi] . e I(E,Ej) = h+L++h Lo,

de modo andlogo a Proposigio 1.2.29 (p. 31), valem:
(i) (I(E;Ej), Ls), = 27,

n
y : 1
(i) d(L+)(Ej) = — ;hngi +5 (d(L+)(Ej), L%), L.
=
(iii) Se o referencial tangente é ortonormal, h il = 2€lh onde €; abrevia o indicador de E;.

Ap )L Ar, )L_
oy 1= 1AL Le 1)

Observacdo. Se temos uma constante de normalizagdo arbitrdria (L4, L_) = a # 0, basta trocar
2 por a nas expressdes acima.

Demonstracgao:
(i) Faga ¢ = II(E;, E;) na discussdo acima.
(ii) Facamos primeiro o caso em que ¢ = 0, ou seja, em que o ambiente é R?*2. Note que
n .
d(L+)(Ej) = Vg L+ = —Ar.(Ej) +aLly +bL_ = —) hE;+aL; +bL_,
i=1

para certos coeficientes a e b a serem determinados. Consideremos sem perder generalidade
o caso +. Por um lado, temos

(L) (B, Ly), = (VoL L) =— (L, VeLs)
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(iii)

(iv)

Observagdo (Comentario sobre notagdo e nomenclatura). Suponha que (M
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donde <d(L+)(E]-),L+>V = 0, qualquer que seja 1 < j < n, usando que <L+,E]->V = 0.
Por outro lado, também temos que <d(L+) (E;), L+>V = 2b, donde b = 0. Com isto, aplicar
(-,L_),nos da

<d(L+)(Ej)/L7>V =

como desejado.

Quando o ambiente é Si+2 ou H2, apelamos entdo para a Proposicao 1.2.34 (p. 33): cha-
mando V a conexdo de Levi-Civita de R"*3 ou H{Zif ,e N(x) = x 0 campo normal e unitério
ao longo de M"*2(c), temos que

(d(Ls)(X),N) = (VxLs,N)
— X (Ly,N) — <Li§XN>
— (L+,dN(X))
=— (L, X) =0,

de modo que d(L+ ) nunca possui componente na direcdo de N. Assim, o resto do calculo
segue como na situagdo inicial considerada.

Utilizamos a Proposigdo 1.2.29 (p. 31), identificando n + 1 <+ + e n + 2 <+ —. Temos:
. n .
hi;= EZ(W R S 18+ g gz 2h;jglf = 2¢;h;;.
=1 =1
A dedugdo da outra expressdo é anéloga.

Suponha novamente que (Ej, ..., E,) é ortonormal. Facamos a conta localmente. Utilizando
os itens anteriores, temos:

<H' L—>v L.+ <H/ L+>v L

H = >
_ i €; <H(Ei, Ei), L*>1/ L, +e¢€; <II(EZ', Ei>, L+>v L_
— 2n
i=1
(i) iZeh Ly +2¢h L
= 2n
hiL. +h PL_

1=Z

1 (ALi)L+—|—tI'(AL+)L_

n 2

O]

"2 (-,)) seja um

espago-tempo, ou seja, uma variedade Lorentziana (conexa) munida de uma orientagdo tempo-
ral®, e que tenhamos um referencial de Penrose (L, L_) (—2)-normalizado e normal ao longo de
uma subvariedade nao-degenerada M" C M (que é automaticamente de tipo espago). Note que
a constante de normalizagdo do referencial de Penrose tomado é negativa se e somente se 0s cam-
pos L e L_ possuem a mesma orientagao temporal, que suporemos futuro-dirigida. Definem-se

®0u seja, existe e ¢ fixado um campo de tipo tempo U definido globalmente ao longo de toda M.Dadop € M,
tal campo U nos permite dizer que um vetor v € T, M de tipo tempo ou luz é futuro ou passado-dirigido conforme
<v, Up> é negativo ou positivo, respectivamente.
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as Segundas Formas Fundamentais escalares associadas a (L4, L_) por x+(X,Y) = <7XLi, Y>,
os escalares de expansio de luz como 61 = tr . X+, e a torgdo do referencial como a 1-forma { €
X*(M) dada por {(X) = —1(VxL,,L_). O nome “torcdo” estd justificado pelo Lema 2.2.1
acima, que nos dd a expressao d(Ly)(X) = —Ar, (X) + {(X)L,. Além disto, se (Ey,...,E,) é
um referencial ortonormal local e tangente a M, temos que

(x+)ij = x+(Ei, Ej) = (Vg Ly, Ej) = — (Ly, VEE;) = — (I(E;, Ej), L+ ) = —2@,

e assim . . ;
0L = Zei()(i)ﬁ = — ZZeihTi = — Zh:tzz = —tr (ALi)-
i=1 i=1 i=1
Com esta nomenclatura, o resultado acima nos diz que
0.0_
<H/ H> = le ’

de modo que M é marginalmente aprisionada se e somente se pelo menos um dos escalares de
expansdo de luz é nulo.

O caso fisicamente relevante é quando 6, = 0, onde M é dita ser marginalmente aprisionada
exteriormente’, conforme a seguinte figura:

L_ L,

M
Figura 2.2: Interpretagio fisica para (L4, L_).

Se M é uma subvariedade fechada (e orientavel), hd& um modo natural de construir um tal
referencial (L, L_) nas condigdes acima. Considere ¥ uma hipersuperficie de tipo espago® de
M contendo M, e sejam N, 1 o vetor unitdrio de tipo espago normal exterior a M e tangente a ¥,
e N, 0 vetor de tipo tempo unitério e futuro-dirigido normal & £, em M. Basta colocar

Ly =Nyt1+Nyj2 e Lo =—Ny41+ Nyyo,

conforme o esquema a seguir:

Figura 2.3: Interpretagio fisica para (L4, L_), parte 2.

Compare os comentérios acima com as vdrias referéncias [44], [50], [51], etc..

"MOTS = Marginally Outer Trapped Surface (Submanifold).
8Sempre existe. Por exemplo, uma ideia é considerar um campo de tipo espago normal a M, e “espalhar” M
utilizando o fluxo de tal campo, efetivamente “engordando” M.
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Lema 2.2.2. Sejam M" C M"*2(c), ¢ € {—1,0, 1}, uma subvariedade nio-degenerada tal que a métrica
restrita aos espacos normais @ M seja Lorentziana e (L., L_) um referencial de Penrose 2-normalizado
e normal a M. Se a Sequnda Forma Fundamental de M é paralela a L (e em particular, é de tipo luz),
entdo o vetor curvatura média H também é paralelo a L. e a diferencial d(L..) tem posto no mdximo 1.
Se M" C M2 (c) é de tipo espago, vale a reciproca.

Demonstra¢dao: Suponha que a Segunda Forma Fundamental de M é paralela a L. Entao cla-
ramente H também o é. Resta ver que o posto de d(L; ) é no méximo 1. Para tal, considere um
referencial ortonormal local e tangente a M, (Ey, ..., E,). Assim:

0=(I(E,E;), L), =2h7,

e o item (ii) do lema anterior nos da que h +1 i = 0, paratodos 1 < i,j < n. Com isto, o item (iii)

em seguida nos diz que
1

d(L+)(Ej) = 5 (d(L+)(Ej), L-), L+,

como querfamos.

Reciprocamente, suponha que M seja de tipo espaco, H seja paralelo a L, e que d(L.) te-
nha posto no maximo 1. Fixado novamente um referencial ortonormal local e tangente a M,
(E1,...,E,;),comoe; =1paral <i<mne (hﬁj)?] , tem posto no maximo 1, o mesmo vale para
(h; ]) ii=1" Por simetria desta tltima matriz, sabemos da Algebra Linear’ que existem coeficientes

c, A, ..., Ay tais que h; i = = cAjAj, paral <i,j < n.Sendo H paralelo a L, temos que

H 1 n n n
0:<”2 >1 5L (B, E), Li)y = Yl =) A2,

i=1 i=1 i=1

donde ¢ = 0 ou (Ay,...,A,) = 0. De qualquer modo, segue que h;j = 0 quaisquer que sejam
1 <i,j < neassimII é sempre paralela a L, como queriamos. O

Exemplo 2.2.3 (Contra-exemplo). O Lema 2.2.2 acima foi enunciado em [49] apenas quando o
ambiente era R”*2, porém com maior generalidade, afirmando que a reciproca era verdadeira
mesmo quando o indice da métrica induzida em M era arbitrdrio. A demonstragdo ali apre-

sentada encontra-se incorreta: por expansao ortonormal (Lema 1.1.7, p. 10), a matrlz (h . ]) =1

ndo é simétrica se M nao é de tipo espago, valendo a expressdo mais geral &/ ;= €i€jh! num

+j
referencial ortonormal. N&do se pode mais concluir que (Aq,...,A,) = 0.
Para apresentar um contra-exemplo, come¢amos com uma ideia mais bdsica: em L2, ponha

u=(x+y)/V2ev=(x—y)/Vv2

Em tais coordenadas (u,v), temos que a métrica de 1.2 se expressa simplesmente como
(/) =du®dv+dv®du.

Olhando para o espago neutro R} como produto de duas cépias de L2 e aplicando esta constru-
¢do, obtemos coordenadas (1, v, w, z) nas quais a métrica de IR‘Z1 é dada por

(/) =du®dv+dv®@du +dw ® dz + dz ® dw.

Note que os Simbolos de Christoffel para estas coordenadas sdo todos nulos, e assim V fica
expressa em termos dos campos 9y, dy, 0y € 9, (duais a du, dv, dw e dz, todos de tipo luz) como

9Se V é um espago vetorial de dimenso finita e T € Lin(V) possui posto no maximo 1, temos que T(x) = f(x)xp
paracertos xg € Ve f € V*, qualquer que seja x € V. Mediante a identificacdo natural Lin(V) & V* ® V, escrevemos
T = f ® x). Se B é uma base de V e B* ¢ a correspondente base dual, temos [T]g = [f]. [x0] 5. Sendo esta tltima
matriz simétrica, existe ¢ € R tal que [f]g- = c[xp]p-
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AY
//4
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N\

Figura 2.4: Coordenadas de tipo luz em 1.2,

nas coordenadas retangulares usuais. Considere finalmente a superficie
M = {(0,w*,w,z) € R} | w,z € R}.
Tome a parametrizagdo global ¢: R? — M, dada por ¢(s, t) = (0,s%,s,t). Temos que

dg dgp
35|¢(S,t) = g(sft) = 2sav‘¢(s,t) +BW‘¢(5¢) ¢ at‘(p(s,t) = g(sft) = az‘(p(s,t)’

de modo que, identificando s <+ 1 e t <+ 2 como sempre, os coeficientes da métrica induzida em
M nestas coordenadas sdo

(gl])zz,]:l = (gl])iz,jzl = <1 0) .

Note que a métrica induzida tanto em M como nos seus espagos normais é Lorentziana. Em
particular os coeficientes acima nos dizem que os Simbolos de Christoffel da métrica induzida
em M nas coordenadas (s, ) se anulam. Assim, como a tnica derivada parcial de segunda ordem
de ¢ ndo-nula é
2
L = e _ 20y,
ds?

temos que a Segunda Forma Fundamental de M é dada por
II=L_®ds®ds,

como nos exemplos iniciais apresentados na Secao 2.1. Note que L_ é de tipo luz, e normal a M.
Segue disto também que o vetor curvatura média de M é identicamente nulo. Com efeito:

HO(p: %tr<_ )H

,

2
_1(Fp Pe\ _,
- 2 \0sot  dtds)
Considere agora o campo Ly : M — IR dado por
L+|(p(s,t) = u ‘(p(s,t) - 2saz‘¢(s,t)'
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Note que L também é de tipo luz, normal a M, e satisfaz (L,,L_), = 2 em todos os pontos.
Ainda mais, L, admite uma extensdo linear 6bvia para o ambiente IR} todo, o que nos permite
calcular facilmente a diferencial d(L. ) em cada ponto ¢(s, t). Temos que

d(Ly) (3s) = d(Ly) (259, + 3) = 25 d(L+)(3,) + d(L+)(3) = 0 — 20, = —29,

e também
d(L+) (9¢) = d(L+)(9z) =0,
de modo que d(Ly) = —20; ® ds tem posto 1. Apesar disto, H é paralelo a L, mas IIndo o é.

Teorema 2.2.4. Sejam Ly € RI2 um vetor de tipo luz e M" C R**2 uma subvariedade nio-degenerada
tal que M" C Lg. Entdo M possui Sequnda Forma Fundamental de tipo luz em todos os pontos, e seus
fibrados tangente e normal sdo planos. Reciprocamente, se M" possui Sequnda Forma Fundamental de
tipo luz, todo ponto de M admite uma vizinhanga (em M) contida em um hiperplano afim de tipo luz.

Observacao. Como curvaturas sdo locais, o resultado acima implica que toda subvariedade de
codimensao 2 com Segunda Forma Fundamental de tipo luz possui os fibrados tangente e normal
planos.

Demonstragao: Como M é ndo-degenerada e possui codimensao 2, a métrica restrita aos espagos
normais a M é ndo-degenerada e ndo-definida, de modo que a presenca de Ly em cada espago
normal a M (visto que M C L) garante que a restricio da métrica aos espagos normais a M
é Lorentziana. Dados X,Y € X(M) quaisquer, note que derivar (Y, L), = 0 na direcdo de X
nos da (usando que Ly é constante) que <vXY, L0>V = 0. Sendo Ly normal a M, também temos
(VxY, Lp), =0, donde (II(X,Y), Ly), = 0. Disto concluimos duas coisas: que II(X,Y) é sempre
paralelo a Ly (pelo Lema 2.2.1, p. 41, por exemplo), e que o operador de Weingarten Ay, é nulo.

Assim, a equagdo de Gauss (Proposicdo 1.2.24, p. 29) nos diz que R(X, Y, Z, W) = 0 quaisquer
que sejam os campos X,Y,Z, W € X(M), e portanto R = 0. Analogamente, a equagdo de Ricci
(Proposigdo 1.2.32, p. 33) nos diz que (R*+(X,Y)&,4), = 0 quaisquer que sejam X,Y € X(M) e
¢, 1 € X*+(M), donde R*+ = 0. Com efeito, usando que Ar, = 0 temos que [Ag, A,] = 0, visto
que a aplicagdo X+ (M) > ¢ — Az € Lin(X(M)) é C*(M)-linear e [+, -] é anti-simétrico.

Reciprocamente, suponha agora que M" C R"*2 possua Segunda Forma Fundamental de
tipo luz. Entdo, pelo mesmo argumento dado acima (usando II ao invés de L), a métrica restrita
aos espagos normais & M é Lorentziana, e podemos fixar um referencial de Penrose (L, L_)
2-normalizado e normal a M. Visto que s6 existem duas dire¢des de tipo luz linearmente inde-
pendentes e normais a M, podemos supor que II é sempre paralelo a L., renomeando os vetores
normais se necessario'’. Pelo Lema 2.2.2 (p. 45), temos que d(L )(X) é paralelo a L,., qualquer
que seja X € X(M).

Afirmacao. A torgdo { do referencial (L, L_) é uma 1-forma fechada. Isto implica que em algum aberto
conexo W de M, tem-se que L. = e"Lg para certos A € C®(W) e Ly € R de tipo luz, constante.

Justificativa: Analisamos a situacio em coordenadas (W, (u!,...,u")) € (M). Da demonstracio do Lema 2.2.2,
temos que
d oL, 1 /oLy .
d(L — | = — = = -,L_) L, 1<i<n.
( +)(aw) ou 2<8u’ >V " ==

Sendo {; o coeficiente de L no lado direito da expressdo acima, vejamos que 9;/ ouw = 9ag i/ oul, para todos os
indices 1 < i,j < n. Inicialmente temos que

(S ()
ow 2 \\owou' "/, oul " ou /)"

10Como I nunca se anula, ndo hd o risco de II passar a ser paralela a L_, de forma ndo-suave. Isto é um detalhe
importante que voltaremos a mencionar em breve.
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Utilizando que (L, L_), = 2 é constante, obtemos que

oL, oL_ ?L_ 2L_ oL, oL_

e - - - L+,47, - - L_»,_,% - ral ’

ow "~ ou /, ouout /, duloul /, ou' " o /,
como queriamos. Isto nos diz que a tor¢do { é fechada e, portanto, localmente exata. Assim, reduzindo W se
necessario, tomamos A € C®(W) tal que { = dA.

Agora, escrevendo Ly = (L1,...,L""?), podemos resolver a primeira equacdo diferencial em destaque,
coordenada por coordenada. A copdi(;éo clL"+ = L;é 1é-se como dlog Lﬂr = d)\,' e assim' log L’l+ = A+ Cj, para
certo C; € R, para cada i.tal que L’ # 0. Nestas condigoes, segue que L', = e*Li, com L) € R. Para os indices i
tais que L, = 0, defina Lj = 0. Entdo, pondo Ly = (L(l), L, L6’+2) c ]R’,}Jrz, vem que Ly = e* Ly, como querfamos.
Claramente tal Ly deve ser de tipo luz. ]

Com isto, s6 resta ver que W esta contido no hiperplano afim de tipo luz normal a Lo, que
passa por p,,. De fato, definimos f: W — R por f(p) = (p, Lo),- Temos que df,(v) = (v, Lo), =
0. Isto nos diz que f é constante e assim segue a conclusao. O

Observacgdo. Veja o Apéndice A para uma classificagdo fotal das curvas marginalmente aprisio-
nadas em I.2.

Grande parte do argumento acima pode ser aproveitada, nos dando também o seguinte re-
sultado:
Teorema 2.2.5. Fixe c € {—1,1}. Sejam Ly € R (ou IRzﬁ, conforme ¢ = 1 ou —1) um vetor de
tipo luz e M" C M"*+2(c) uma subvariedade ndo degenerada tal que M" C Ly NIM"*2(c). Entdo M
possui Segunda Forma Fundamental de tipo luz em todos os pontos, curvatura seccional constante e igual
a c, e fibrado normal plano. Reciprocamente, se M" possui Sequnda Forma Fundamental de tipo luz, todo
ponto de M admite uma vizinhanga (em M) contida na intersegdo de um hiperplano afim de tipo luz com
M2 (c).

Demonstragdo: Note que Ly N M +2(c) é uma hipersuperficie de tipo luz em M/ *2(c). Visto
que T,(M!*2(c)) = p* e paratodo p € Ly NM!*2(c) vale (p, Ly) = 0, concluimos que Ly ¢
tangente a LOL N ]Mﬁ*z(c) em todos os seus pontosn. Disto isto, exatamente como na demonstra-
¢do do Teorema 2.2.4 acima concluimos que a Segunda Forma Fundamental de M é sempre de
tipo luz e que A, = 0.

Assim, lembrando que a Segunda Forma Fundamental de M/*2(c) em R"*3 ou ]Rﬁj;f é
I(X,Y) = —c(X,Y)N, onde N(x) = x, o fato de II ser de tipo luz faz com que a equacdo
de Gauss (Proposigdo 1.2.24, p. 29) reduza-se a

RIX,Y,ZW)=c((Y,Z) (X, W) — (X,Z) (Y,W)),

quaisquer que sejam X,Y,Z, W € X(M), donde M possui curvatura seccional constante e igual
a c.J4 o argumento de que R+ = 0 é exatamente o mesmo dado anteriormente usando a equagao
de Ricci (Proposicao 1.2.32, p. 33).

A demonstragao da reciproca também ndo muda. O

Observagao. Os teoremas 2.2.4 e 2.2.5 foram enunciados aqui separadamente por motivos pura-
mente didaticos.

Exemplo 2.2.6. Observe que em geral, a condigdo de que a Segunda Forma Fundamental de M
seja sempre de tipo luz é muito similar & condigdo (II(X,Y),II(X,Y)) = 0, sendo a principal
diferenga a ocorréncia de pontos planos de M (aqueles nos quais a Segunda Forma Fundamental
se anula).

" Entretanto, nada garante que L( continue tangente a IM7*2(c) nos pontos fora da intersecao LOL NM!*2(c), eisto
em geral ndo ocorre.



2.3 REFERENCIAIS DE PENROSE E UMA CARACTERIZACAO PARA 11 TIPO LUZ 49

Considere o seguinte exemplo, em IL*: no aberto U = {(u,v) € R? | 1 < u? +v* < 4},
considere uma fungdo suave f: U — R que seja positiva nos conjuntos

Vi={(wov)el|2—V1-u2<v<Vi—u?} e
Vo= {(n,0) eU| —Vi—u2<v<-2+1-u2l,

equese anuleem U \ (V7 U V).

12
Figura 2.5: As regides U, V; e V5.

Aimagem de x: U — M = x[U] C IL* dada por

_ J(f(wv),u,0,f(u,0)), sev>0,
*(u,0) = {(—f(u,v),u,v,f(u,v)), sev <0

é uma superficie de tipo espaco e satisfaz (II(X,Y),1I(Z, W)) = 0 para todos os campos tangen-

tes X,Y,Z, W € X(M), porém M possui pontos planos e ndo esta contida em nenhum hiper-
plano de L.

Concluimos esta discussdo com a seguinte:

Observacio.

* Note que se a propria M é simplesmente conexa, a reciproca dos teoremas 2.2.4 e 2.2.5
vale globalmente (isto é, M estd inteiramente contida em um mesmo hiperplano de tipo
luz). Pelo menos para superficies em ambientes Lorentzianos de dimensao 4, esta hipo-
tese é dispensavel, mas a técnica de demonstracdo é diferente e apela para o Teorema de
Erbacher-Magid (redugdo de codimensao, [31]), veja [46].

* As demonstra¢des acima também sugerem o seguinte resultado geral, de simples verifica-

cao: se (M’Hz, (-,-)) é uma variedade pseudo-Riemanniana, M" C M é uma subvariedade
ndo-degenerada, e Ly € X (M) é um campo de tipo luz paralelo, entdo M possui Segunda
Forma Fundamental sempre proporcional a Ly em todos os pontos.

No restante deste capitulo, voltaremos a nossa aten¢do para uma certa nogao de isotropia de
subvariedades.
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2.3 Superficies isotrépicas em formas espaciais Lorentzianas

2.3.1 Isotropia e pseudo-umbilicidade

Definigdo 2.3.1. Sejam (M, (-,-)) uma variedade pseudo-Riemanniana e M C M uma subva-
riedade nao-degenerada de M. Diremos que M é isotrdpica em p € M se existe A(p) € R tal
que

(II(v,v),1I(v,v)) = A(p),

paratodov € T, M unitario. Diremos que M é isotrdpica se for isotrépica em todos os seus pontos.
Sendo este o caso, temos a chamada fungdo de isotropia A: M — R, e diremos simplesmente que
M é A-isotrépica.

Observacio.

* Note que se M é totalmente umbilica, entdo M é (H, H)-isotr6pica, mas a reciproca é falsa
em geral. Por exemplo, considere n = 2 no Exemplo 2.1.2 (p. 36) e ponha 7(u,v) = e*:
a superficie obtida é 0-isotrépica (na verdade, até marginalmente aprisionada), mas nédo é
totalmente umbilica.

e Se 0 ambiente M possui curvatura seccional constante e M é totalmente umbilica, entdo
V1H = 0 e (H,H) também é constante. Com efeito, dados X,Y,Z € X(M) quaisquer,
a condigdo I1(X,Y) = (X,Y) H implica que VII(Y, Z; X) = (Y,Z) VxH, e a equagio de
Codazzi-Mainardi (Proposigdo 1.2.33, p. 33) 1é-se como

((v,2) VxH - (X, Z) V{H,§) =0,
qualquer que seja & € X+ (M). Dado X, escolha Y = Z unitério e ortogonal & X. A arbitra-
riedade de & nos diz que V H deve ser tangente a M, e portanto Vi H = 0.

Lema 2.3.2. Sejam (M, (-,-)) uma variedade pseudo-Riemanniana, M C M uma subvariedade nio-
degenerada com dim M > 2 e p € M. Entdo M é isotrépica em p se e somente se vale

(IT(u,v),1(z,w)) + ((v, z) L(u,w)) + (u, z), (v, w)) = ()
— A(p)((1,0) {z,w) + (0, 2) {u,0) + (u,z) (v,0)),
quaisquer que sejam u,v,z,w € T,M. Em particular, se u,v € T, M sdo ortogonais, valem:
(i) ((u,u),1(v,v)) +2((u,v),(u,v)) = A(p)eu€s, se u e v forem unitdrios.
(i) (II(u,u),1(u,v)) =0.

Demonstracio: E essencialmente a demonstracio do Lema 2 em [30] adaptada para o caso
pseudo-Riemanniano, que esbogaremos abaixo. Suponha que M é A-isotrépica. Vamos deduzir
() e concluir (i) e (ii) no meio do caminho. Defina F: (T,M)* — R por

F(u,v,z,w) = (Il(u,v),1(z,w)) — A(p) (u,v) (z,w).

Note que F é quadrilinear, simétrica nos dois primeiros e dois tltimos argumentos, bem como
simétrica sobre a troca dos dois primeiros argumentos com os dois dltimos. A isotropia de M
nos diz que B(u) = F(u,u,u,u) = 0 para todo vetor unitdrio # € T,M. Por multilinearidade,
vale que B(u) = 0 para todo u que ndo seja de tipo luz. Finalmente, como todo vetor de tipo luz
é limite de uma sequéncia de vetores nao-luz'?, concluimos por continuidade que B = 0 como

12Se 4 ¢ de tipo luz, tome v # 0 ortogonal a u que néo seja de tipo luz (existe pois dim M > 2 e M é nao-degenerada),
e ponha u, = u + (v/n). Claramente u, — u, mas (u,, u,) = (v,v) /n? #0.
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na demonstragdo original. Daqui em diante ndo ha mudangas: expandir a expressdo B(u + v) +
B(u—v) =0nos dé

F(u,u,v,v) +2F(u,v,u,v) =0,
e assim concluimos o item (i) do enunciado. Prosseguindo, temos que trocar v por u + v acima
nos dé F(u,v,v,v) =0, enquanto que trocar v por z + w nos da

F(u,u,z,w) + 2F(u,z,u,w) =0,

e assim concluimos o item (ii) do enunciado. Finalmente, trocando u# por u + v nesta tltima
expressdo resulta em

F(u,v,z,w)+ F(u,z,v,w) + F(v,z,u,w) =0,

donde segue ({»). Note a semelhanca de F com tensores de tipo curvatura'® (a expressdo acima é
a primeira identidade de Bianchi). E que (<)) implica em M é isotrdpica é claro. O

Lema 2.3.3. Sejam (M, (-,-)) uma variedade pseudo-Riemanniana e M> C M uma superficie nio-
degenerada e A-isotropica. Entdo M é pseudo-umbilica e vale

3(H, H) = 2A + Kex.

Demonstra¢do: Suponha que (Ej, Ez) é uma base ortonormal de M, com (Ej, E;) = (—1)". Ini-
cialmente, usando o item (i) do Lema 2.3.2 temos que

Kext = Kext(E1, E2)

— (—1)"((I(Ey, 1), 1I(E, E2)) — (II(Ey, E2), II(Ey, E»)))
= (~1)"((—1)"A — 3 (I(Ey, E»), II(Ey, E»)))

= A —3(—1)" (I(Ey, E»), 1I(E;, E»)),

e portanto

A— Kext

—3

Notando que 2H = II(Ey, E1) + (—1)"II(Ey, E»), vemos que (II(Eq, Ey), H) = 0 pelo item (ii) do
Lema 2.3.2. Calculando os produtos restantes de Il com H, temos:

(=1)"(II(Eq, E2),I(Ey, Ep)) =

<H(E1,E1),H(E1,E1)> + (—1)]/ <H(E1,E1),H(E2, E2)>

(I(Eq,Eq),H) = 7
_ A4 (=1)Y((—=1)A =2 (II(Ey, E2),I(Eq, Ep)))
2
= A— (—1)" (II(Ey, Ez),11(Eq, Ep))
22+ Kext
=3

BEormalmente, um tensor de tipo curvatura é quadrilinear, anti-simétrico nos dois primeiros e nos dois tltimos
argumentos, simétrico sob troca dos dois primeiros argumentos com os dois tltimos, e satisfaz a identidade de Bi-
anchi. Curiosidade: a pentltima condi¢ao dita agora é supérflua na defini¢do e segue da identidade de Bianchi (este
argumento é conhecido como “octaedro de Milnor”. Veja [3] para mais detalhes.
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e de modo andlogo

(II(Ey, E,), H) = (II(Ez, Ep), 11(Eq, Ev)) + (gl)” (II(Ey, Ez), 1I(Ey, E3))

— (—1) <<H(52, E>) 1I(Ey, E)) + (=1)" (II(Ey, Eq), I1(Ep, Ez)))

2
-y (B,

Assim, por bilinearidade de Il e (-, -), segue que

(II(X,Y),H) = (ZAJ;KQ“> (X,Y),

paratodos X, Y € X(M), e concluimos que M é pseudo-umbilica. A expressdo para (H, H) segue

diretamente disto. O

Observacdo. Em [46], o resultado acima estd enunciado e provado apenas para superficies de
tipo espago em ambientes Lorentzianos, sendo a versdo acima uma pequena generalizagéo.

Teorema 2.3.4. Sejam (M4, (-,-)) uma variedade pseudo-Riemanniana e M*> C M uma superficie ndo-
degenerada e marginalmente aprisionada em M. Sdo equivalentes:

(i) M é pseudo-umbilica;
(ii) M é O-isotrdpica;
(iii) M é isotrépica.

Demonstracdo: Inicialmente, note que M ser marginalmente aprisionada em M juntamente com
o fato de a codimensdo de M ser 2 nos diz que a métrica induzida nos espagos normais a M é
Lorentziana, de modo que M Lorentziana implica M de tipo espago, bem como M ter indice 2
implica em M ser Lorentziana. Assim, vamos as implicag¢des:

(i) = (ii): Dado X € X(M) unitdrio, M ser pseudo-umbilica e marginalmente aprisionada
nos diz que (II(X, X), H) = 0. Assim a observagdo acima nos diz que II(X, X) estd no raio
de luz determinado por H, donde M é O-isotrépica.

(ii)) = (iii): trivial.

(iii) = (@i): EoLema 2.3.3.

2.3.2 Isotropia e umbilicidade

Teorema 2.3.5. Sejam (M4, (-,+)) uma variedade Lorentziana e M*> C M uma superficie de tipo espago
e A-isotrdpica. Entdo:

(i) se p € M ndo é umbilico, entio A(p) = (H(p), H(p)) = Kext(p) = 0;
(ii) a fungdo de isotropia é A = (H, H) = Kext;
(iii) dados X,Y,Z, W € X(M) quaisquer, vale a relagio (II(X,Y),II(Z,W)) = A (X, Y) (Z, W).

Demonstracgao:
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(1)

(ii)

(iii)
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Sendo p € M nao-umbilico, podemos escolher uma base ortonormal (E, Ez) de T,M tal
que II(Eq, E) # 0. Claro que temos (II(E;, E;), II(E;, E;)) = A(p). Suponha por absurdo que
A(p) > 0,sendo o caso A(p) < 0 andlogo. Nestas condi¢des temos que II(E;, E;) é ndo-nulo
e de tipo espago, e assim o item (ii) do Lema 2.3.2 (p. 50) nos dé que (II(Eq, E1), II(Eq, Ep)) =
0, donde segue que II(E;, E;) € de tipo tempo.

Normalizando, obtemos uma base ortonormal (Ej, Ez, N3, N4) de TPM, com Ny de tipo
tempo, tal que

H(El,El) = \/)\(p)N;g e H(El,Ez) = ‘|II(E1,E2)||N4.

Utilizando novamente o item (ii) do Lema 2.3.2, segue que (II(Ey, E>), N4) = 0, donde por
isotropia segue que II(Ey, E;) = £+/A(p)N3. As duas possibilidades de sinal sdo proble-
maticas: com efeito, o item (i) do Lema 2.3.2 1é-se como

+A(p) — 2|[I(Ey, E2)|* = A(p).

Se o sinal for positivo, entdo II(Eq, E;) = 0, absurdo. Se o sinal for negativo, entdo teremos
AMp) = —||Il(Ey, E2)||? < 0, absurdo novamente.

Assim, concluimos que A(p) = 0. Resta ver que (H(p), H(p)) = Kext(p) = 0. Tratamos
duas situagoes:

e Se II(Eq, E;) = II(Ey, Ez) = 0, entdo temos que H(p) = 0, e segue do Lema 2.3.3 (p.
51) que Kext(p) = 0.

* Se II(Ey, E1) ou II(Ey, E;) for ndo-nulo, sera de tipo luz. Digamos que seja II(Ey, Eq).
Assim o item (ii) do Lema 2.3.2 nos diz que II(Ej, E;) é ortogonal a II(Ej, E1), cujo
complemento ortogonal em T,M' ¢ um raio de luz. Assim II(Ej, E;) também é de
tipo luz, e segue da definicdo de curvatura extrinseca que Kext(p) = 0. Desta vez o
Lema 2.3.3 nos da que (H(p), H(p)) = 0.

A igualdade vale em pontos ndo-umbilicos, pelo item (i) acima. Ja se p € M é umbilico, a
observagcdo feita logo apds a Defini¢do 2.3.1 (p. 50) nos diz que A(p) = (H(p),H(p)), ea
igualdade disto com Kex(p) segue do Lema 2.3.3.

Desta vez, a igualdade a ser verificada é tensorial e assim pode ser verificada pontualmente.
Fixe p € M e defina F: (T,M)* — R por

F(u,v,z,w) = F(u,z,v,w) — F(v,z,u,w)
= (l(w, z), (v, w)) — (I(v, 2), U(u,w)) = A(p) ({4, 2) (v, w) = (v,2) (u,w)),

onde F é a aplicagéo considerada na demonstra¢do do Lema 2.3.2. Desta vez, pode-se veri-
ficar (com bastante paciéncia) que F é de fato um tensor de tipo curvatura. Utilizando que
A(p) = Kext(p) pelo item (ii) acima e mais a defini¢do de curvatura extrinseca, segue facil-

mente que F(u,v,v,u) = 0 para todos os vetores u,v € T,M tais que o determinante de
Gram (u,u) (v,v) — (u,0)* ndo se anule!. E um fato geral sobre tensores de tipo curvatura
que esta condigio é suficiente para que F = 0 (veja [18]). Em outras palavras, F é invariante
pela troca do primeiro com o terceiro argumento.

Agora afirmo que F = 0. Com efeito, indicando as transposi¢oes utilizadas em cada passo
temos

F(v,z,u,w) ) F(u,z,0,w) 12 F(z,u,v,w) ) F(v,u,z,w) 12 F(u,v,z,w),

14Como dim M = 2, na verdade isto valera sempre que u e v forem linearmente independentes.



54 APRISIONAMENTO VERSUS ISOTROPIA 2.3

de modo que a identidade de Bianchi para F 1é-se finalmente como 3F (u,v, z, w) = 0.
O

Observagdo. A demonstragdo acima ndo se adapta imediatamente para superficies Lorentzia-
nas em ambientes com indice 2. No item (i), no caso em que o sinal a ser analisado é positivo,
obterfamos A(p) = |[II(E;, E2)||%, e ndo ha contradicdes aparentes. Este detalhe compromete os
argumentos dados para (ii) e (iii).

Vamos resumir os resultados obtidos até entdo em alguns coroldrios. Para tal, registramos a
seguinte:

Definigdo 2.3.6. Sejam (M, (-,-)) uma variedade pseudo-Riemanniana e M C M uma subvarie-
dade ndo-degenerada. O primeiro espago normal de M em um ponto p € M é

Im(II), = span{Il(u,v) | u,v € T,M}.

Observagao. Note que se a dimensao de Im(II), é constante ao longo de M, entdo Im(II) é um
subfibrado vetorial de TM*.

Assim, temos:

Corolario 2.3.7. Sejam (M4, (-,-)) uma variedade Lorentziana e M?> C M uma superficie isotrdpica e
de tipo espago. Sdo equivalentes:

(i) M é O-isotrdpica.

(i) (II(X,Y),1(Z,W)) = 0 para quaisquer X,Y,Z,W € X(M).
(iii) M é w-marginalmente aprisionada.
(iv) M ndo possui curvatura extrinseca, ou seja, Kex = 0.

(v) O primeiro espago normal Im(II) é um raio de luz, para cada ponto ndo-plano de M.

Corolario 2.3.8. Sejam (M4, (-,+)) uma variedade Lorentziana e M> C M uma superficie isotrdpica e
de tipo espago, livre de pontos umbilicos. Entdo M é 0-isotrdpica e w-marginalmente aprisionada.

Corolario 2.3.9. Sejam (H‘L, (-,+)) uma variedade Lorentziana e M?> C M uma superficie de tipo es-
pago A-isotrdpica, com A constante, e que ndo seja totalmente umbilica. Entdo M é 0-isotrdpica e w-
marginalmente aprisionada.

Demonstragdo: E essencialmente um argumento padrao de continuidade. Ponha
U= {pe M|1(u,v) # 0 para algum par de vetores ortonormais u,v € T,M}.

Note que U é precisamente o conjunto dos pontos ndo-umbilicos de M. Temos que U # & por
hipétese, e que U é aberto. Pelo Teorema 2.3.5 (p. 52), temos A|; = 0. Por continuidade de A
segue que Al = 0, onde U denota o fecho de U em M. Se U é denso em M, acabou.

Caso contrario, M \ U é uma subvariedade aberta de M, que ¢é totalmente umbilica em M, e

portanto (H, H)-isotropica, com (H, H) | a7 Constante, de modo que basta provar que (H,H) se

anula em pelo menos um ponto de M \ U. Tome p € dU, e uma sequéncia de pontos umbilicos
(Pk)k>0 tal que pr — p. Por continuidade (H(px), H(px)) — (H(p),H(p)) = A(p) = 0. Mas
como a sequéncia numérica ((H(px), H(pk)))k>0 € constante e converge para zero, devemos ter
(H(px), H(px)) = 0 para todo k > 0, concluindo o argumento. O
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Uma pequena adaptjgéo no argumento nos permite trocar a hipdtese de A ser constante, pela
curvatura seccional de M o ser, lembrando da observacao feita logo ap6s a Definicao 2.3.1 (p. 50).
Mais precisamente, temos o:

Coroldrio 2.3.10. Seja M? C M3 (c) uma superficie de tipo espago, A-isotrdpica, e que nio seja totalmente
umbilica. Entdo M é O-isotrdpica e w-marginalmente aprisionada.

2.3.3 Rigidez de subvariedades O-isotrépicas M" C M2 (c)

Neste ponto, buscamos classificar as subvariedades 0-isotrépicas de codimensao dois em formas
espaciais pseudo-Riemannianas. Para tanto, além dos teoremas da Se¢do 2.2, também precisamos
de uma defini¢do e mais dois resultados técnicos, cujas demonstragdes podem ser consultadas
em [18]:

Defini¢do 2.3.11. Sejam (M, 3) e (M, g) variedades pseudo-Riemannianas. Uma aplicacio suave
p: M — M é dita um recobrimento pseudo-Riemanniano se p é simultaneamente uma aplicacdo de
recobrimento e uma isometria local.

Proposicdo 2.3.12. Sejam (1\71,?07;) e (M, g) variedades pseudo-Riemannianas, e p: M — M um recobri-
mento pseudo-Riemanniano. Se M é conexa e M é simplesmente conexa, entdo p é uma isometria.

Proposigio 2.3.13. Sejam (M, ) e (M, g) ‘variedades pseudo-Riemannianas, e p: M — M uma isome-
tria local. Suponha que M é conexa. Entdo M é completa se e somente se M também é completa e p é um
recobrimento pseudo-Riemanniano.

Teorema 2.3.14. Seja M" C R""2 uma subvariedade ndo-degenerada, completa, simplesmente conexa,
0-isotrdpica e livre de pontos planos. Entdo:

(i) M éisométricaa R],_,;
(ii) M é congruente a imagem de uma aplicagdo x: R" — R"*2 dada por
x(u) = (t(u),u,7(u)) € RxR]_; xRy,

onde T € C®(IR"), cujo vetor curvatura média é dado por
JAN
Hox = %(1,0,1).

Em particular, M é w-marginalmente aprisionada.

Demonstra¢dao: Sendo M simplesmente conexa, 0-isotrépica e livre de pontos planos, o Teorema
2.2.4 (p. 47) nos fornece Ly € R!*2 de tipo luz tal que M C Lj. Assim, considere uma transfor-
magdo pseudo-ortogonal A € O,(n + 2,R) levando Ly no vetor (1,0,1) € R x R? ; x R; e,
portanto, Lg no hiperplano x! = x"*2. Considere 7r: R!*2 — R”"_, a projecdo nas coordenadas
centrais. Temos que mo A: M — R!_; é uma isometria local. Sendo M completa, a Proposigao
2.3.13 nos diz que 7 o A é um recobrimento pseudo-Riemanniano. Pela Proposi¢do 2.3.12, mo A
¢ uma isometria.

Assim, a imagem de M via 7t o A é levada dentro do hiperplano x' = x""~, e obtemos uma
funcdo T € C®(R") tal que M é congruente a imagem de x: R” — R"*2 dada por x(u) =
(t(u),u, t(u)), como desejado. O calculo do vetor curvatura média é analogo ao feito Exemplo
2.1.2 (p. 36) parav = 1. O

1 n+2

Do Teoremas 2.3.4 (p. 52), obtemos entdo dois corolarios:

Corolario 2.3.15. Uma superficie M> C R} (v = 1 ou 2) ndo-degenerada é isotrépica e marginalmente
aprisionada se e somente se é congruente a imagem de uma aplicagio x: R?> — R% da forma x(u,v) =
(t(u,),u,v,7(u,v)), onde T € C®(IR?) é tal que /\T nunca se anule.
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Coroldrio 2.3.16. Uma superficie M> C R? (v = 1 ou 2) ndo-degenerada é pseudo-umbilica e margi-
nalmente aprisionada se e somente se é congruente i imagem de uma aplicagio x: R*> — R} da forma
x(u,0) = (t(u,v),u,v,7(u,0)), onde T € C°(IR?) é tal que /\T nunca se anule.

Para concluir o capitulo, vamos buscar as versdes correspondentes dos resultados acima para
os ambientes 52 e H"*2, Felizmente, o argumento a ser dado é essencialmente o mesmo:

Teorema 2.3.17. Fixe c € {—1,1}. Seja M" C M"*2(c) uma subvariedade ndo-degenerada, completa,
simplesmente conexa, O-isotrdpica e livre de pontos planos. Entdo:

(i) M éisométricaa M _,(c);
(ii) M é congruente a imagem de uma aplicagio x: M"_, (c) — M"*2(c) dada por
x(u) = (t(u),u,7(u)) € Rx M_;(c) x Ry,
onde T € C®(M!_,(c)), cujo vetor curvatura média é dado por

A
Hox = %(1,0,1).

Em particular, M é w-marginalmente aprisionada.

Demonstragido: Sendo M simplesmente conexa, 0-isotrépica e livre de pontos planos, o Teorema
2.2.4 (p. 47) nos fornece Ly € R ou IRZI% de tipo luz tal que M C Ly NIM"*+2(c). Assim, consi-
dere uma isometria A de M""*2(c) (vista como um elemento de O, (n + 3,IR) ou O, 41(1 + 3,R))
levando Lo no vetor (1,0,1) € R x R}_; x Ry (ou R x R x IR;) e, portanto, LOL no hiperplano
x! = x"*2 (ou x! = x"3). Considere 7: R} — R” ;| (ou R}) a projegdo nas coordenadas cen-
trais. Temos que 1o A: M — M”_, (c) é uma isometria local. Sendo M completa, a Proposigdo
2.3.13 nos diz que 77 o A é um recobrimento pseudo-Riemanniano. Pela Proposi¢do 2.3.12, mo A
é uma isometria.

Assim, a imagem de M via 7t o A é levada dentro do hiperplano x! = x"*2 (ou x! = x"*3), e

obtemos uma fungdo T € C®°(M"_,(c)) tal que M é congruente a imagem de x: R"” — IM/2(c)
dada por x(u) = (t(u),u, T(u)), como desejado. O
Observacio.

* Note no resultado acima que quando o ambiente é o espaco de de Sitter S{, M acaba por
ser compacta.

¢ Como na Segédo 2.2, enunciamos os teoremas 2.3.14 e 2.3.17 separadamente apenas por mo-
tivos didaticos.

Coroldrio 2.3.18. Fixe c € {—1,1}. Uma superficie M> C M%(c) (v = 1 ou 2) ndo-degenerada é isotré-
pica e marginalmente aprisionada se e somente se é congruente a imagem de uma aplicagio x: M?2_ (c) —
M (c) da forma x(u,v,w) = (t(u,v,w),u,v,w, T(u,v,w)), onde T € C*(M2_,(c)) é tal que AT +

2¢T nunca se anule.

Corolario 2.3.19. Fixe c € {—1,1}. Uma superficie M*> C M}(c) (v = 1 ou 2) ndo-degenerada é
pseudo-umbilica e marginalmente aprisionada se e somente se é congruente a imagem de uma aplicagdo
x: M2, (c) = Mi(c) da forma x(u,v,w) = (t(u,v,w),u,v,w,7(u,v,w)), onde t € C*(M2_,(c))
é tal que AT + 2¢T nunca se anule.



Capitulo 3

Superficies marginalmente aprisionadas
com nulidade relativa positiva em ]M‘ll(c)

Neste capitulo, seguiremos Chen e Van der Veken em [40], a fim de obtermos uma classificagido
das superficies marginalmente aprisionadas nas formas espaciais M3 (c), com a propriedade de
que sua Segunda Forma Fundamental II seja uma aplicagdo bilinear degenerada. Neste contexto,
o seu radical recebe o nome de espago de nulidade relativa. Iniciamos a Secdo 3.1 recordando bre-
vemente o formalismo e a linguagem de formas diferenciais, utilizadas para estabelecer propri-
edades bdsicas de um referencial naturalmente construido em superficies com nulidade relativa
positiva. Na Secédo 3.2, estabelecemos a classificagdo de tais superficies em IL#, enquanto na Segdo
3.3 tratamos a mesma situagdo nos espacos de de Sitter e anti-de Sitter 57 e ] simultaneamente.

3.1 Espacos de nulidade relativa

3.1.1 Equacgdes de estrutura

Se (M, (-,-)) é uma variedade pseudo-Riemanniana, pode-se representar a sua conexao de Levi-

Civita V, bem como a sua curvatura R, por meio de certas formas diferenciais!.

Defini¢do 3.1.1. Sejam (M", (-,-)) uma variedade pseudo-Riemanniana e ¥ = (Ej,...,E,) um
referencial local tangente a M.

(i) As 1-formas de conexdo de M relativas ao referencial F sdo os coeficientes wij e OY(M)
definidos pela igualdade

n .
i=1
onde X € X(M) é um campo qualquer.

(ii) As 2-formas de curvatura de M relativas ao referencial F sdo os coeficientes Qij € O*(M)
definidos pela igualdade

n .
R(X,Y)E; =) OLX,Y)E,
i=1

onde X, Y € X(M) sdo campos quaisquer.

Observacgio. Se i = <Ei, Ej>, paral <1i,j < n, denotam os coeficientes de (-, -) relativos a F, e

ITal estratégia acaba por ser equivalente ao uso dos Simbolos de Christoffel, introduzidos na Proposigao 1.2.16 (p.
25).

57
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(ghe. =1 denotam os coeficientes inversos, imediatamente temos que

w'i(X) = k;gik (VXE, E) e Q(X,Y) =Y g"R(X,Y,Ej Ex).

Além disto, o fato de V paralelizar a métrica traduz-se na relagao dg;; = Yy, gikwk + g]kwk para

quaisquer possibilidades de indices. Em particular, se F é ortonormal e €; abrevia o 1nd1cador de

E;, valem as simetrias w]

= —¢€; e]cu e Q] = —616]0] (e logo wl = Qll =0).
Tais formas estdo relacionadas pelo:

Lema 3.1.2 (Equagdes de estrutura). Sejam (M", (-,-)) uma variedade pseudo-Riemanniana e F =
(Ey, ..., Ey) um referencial local tangente @ M. Sendo (0%,...,0") C QY (M) o co-referencial de F,
formado pelas 1-formas duais? aos campos de F, temos:

n
(i) d6' =) 6/ A w'; - primeiras equagdes de estrutura;
j=1

n
(i) ;= dw'; + Y Wi A wli- - sequndas equagdes de estrutura.
k=1

Demonstragio: Recordamos® que se w € O} (M), sua derivada exterior dw € Q?(M) fica caracte-
rizada pela expressdo

dw(X,Y) = X(w(Y)) - Y(@(X)) — (X, Y]).

(i) Aplicando Vx nos dois lados de Y = Z;’Zl 6%(Y)Ey, obtemos

VxY = i (X(Gk(Y)) + fef(y)wk].(x)> E,
k=1 j=1
donde aplicar 6 nos d4
X(0'(Y)) = 6/(VxY) — iwij(x)ef(y).
j=

Usando a caracterizagdo recordada acima para df' juntamente com o fato de V possuir
tor¢do nula, temos

n

de'(X,Y) = 0'(VxY) — Z W', —6'(VyX) + ) w'(V)0/(X) — 0([X, Y])
j=1

i@f/\w
=1

como desejado.

2Qu seja, 0/ (E i) = 5i
3Nossa convengao de normahzagao para o produto exterioré w A = & i é,) Alt(w ®8), para quaisquer w € QF(M)
ef € QY(M), onde Alt(T) = @ ZaeSk sgn(c)TY é o alternador de T € IO (M L (M).
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(if) Dados X,Y € X(M), basta calcular
R(X, Y)E]' = vayE]' — VyVXE]' — V[X,Y]Ej
n n
= Vx (;1 w’;(Y)Ek> - Vy <k21 w’;(X)Ek> -

X (w'i(Y))Ei + kZ W (Y)VxE; — le(wij(X))Ei —~ kz Wk (X)VyE; — flwij([x, Y))E;
=1 i= =1 i=

). @ (X, Y))E,

n
i=1

I
™=

N
I
—_

. n . n .
dw'(X, V)Ei + Y W (YV)h(X)E — Y (X)) (Y)E;
ik=1 ik=1

. n .
(dwlj(X, Y)+ k; W' A wﬁ-(X, Y)) E;,

I
™=

N
Il
—_

I
™=

N
I
—_

como queriamos.

3.1.2 Definicao e propriedades basicas

Definigdo 3.1.3. Sejam (M, (-, -)) uma variedade pseudo-Riemanniana e M C M uma subvarie-
dade nao-degenerada de M. O espago de nulidade relativa de M em um ponto p é definido por

nul,M = {v € T,M | II(v,w) = 0, para todo w € T,M}.
A dimensao de nul, M é chamada o indice de nulidade relativa de M em p, e M é dita possuir nulidade
relativa positiva se possui indice de nulidade relativa positivo em todos pontos.
Observacgio.
* nul,M={veT,M|Az(v) =0, paratodo & € (T,M)*};
* Se M é totalmente geodésica (isto ¢, Il = 0), entdo nul, M = T, M, para todo p € M.

e F conveniente chamarmos nul M = Llyem nul,M, e denotarmos por I'(nul M) o espago dos
campos tangentes a M que assumem valores apenas em nulM.

 Pode-se provar que se M é uma forma espacial, entdo o conjunto G dos pontos de M em
que o indice de nulidade relativa é minimo e constante é um aberto de M, a distribuicdo
nul M ’ ¢ € suave e involutiva, e a folheagdo obtida ¢ totalmente geodésica em M. Para mais
detalhes, veja [32].

-4 N . e ) . - .
* Se M> C M possui nulidade relativa positiva e é marginalmente aprisionada, necessaria-

mente o indice de nulidade relativa é constante e igual a 1.

Exemplo 3.1.4. No Exemplo 2.1.4 (p. 37) vimos que se I C R é um intervalo aberto, f € C®(I), e
x: I x I — R} édadaporx(u,v) = (v, f(u), f(u),u), entdo a superficie M = x[I x I] possui nuli-
dade relativa positiva. Mais exatamente, pode-se mostrar que sua Segunda Forma Fundamental
é dada por

= (0, f"(u), f"(u),0) ® du ® du,

de modo que dado (u,v) € I x I, temos
U0 M = { A9, ) € TaiuoyM | A € R}

Como uma consequéncia do Corolario 1.2.25 (p. 30), temos o:
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Corolario 3.1.5. Sejam (M, (-,-)) uma variedade pseudo-Riemanniana e M C M uma subvariedade
nio-degenerada de M com nulidade relativa positiva. Se X € T'(nulM), entdo Kext(X,Y) = 0 para
todo campo Y linearmente independente com X. Em particular, se M?> C M (c), temos que a curvatura
Gaussiana de M é constante e iqual a c.

Lema 3.1.6. Sejam (M4, (+,+)) uma variedade Lorentziana e M? C M uma superficie nio-degenerada,
marginalmente aprisionada em M, e com nulidade relativa positiva. Dado p € M, existem uma base
ortonormal (Ey, Ey) de T, M e uma base de Penrose (—1)-normalizada (L., L_) de T,M™, satisfazendo

H(El,El) = L+ e H(El,Ez) = H(Ez, Ez) =0.

Demonstragio: Note que M é de tipo espago, pois é marginalmente aprisionada em M. Como
M possui indice de nulidade relativa positivo em p, tomamos E; € nul, M unitario, e E; € T,M
unitario e ortogonal a E;. Neste ponto, vale automaticamente que II(E;, E;) = II(Ey, E;) = 0.
Usando novamente que M é marginalmente aprisionada em M, temos que Ly = 2H(p) =
II(Ey, Eq) # 0 é de tipo luz.

Por fim, sendo M Lorentziana, cada espago normal T, M~ contém apenas dois raios de luz, de
modo que L_ fica unicamente determinado pelas condi¢ées (L_,L_) =0e (L;,L_) = —1. [

Observacio.

¢ Em [40], este resultado estd enunciado apenas quando M = ]M‘ll(c). Na verdade, é facil
ver que a mesma conclusdo vale também quando a métrica de M possui indice 2 e M ¢é
Lorentziana, contanto que nul, M néo seja um raio de luz. Se nul, M é um raio de luz, entéo
M ndo pode ser marginalmente aprisionada. Com efeito, conseguimos dois vetores de tipo
luz Ly, L, € TPM com <L1, L2> =1leH = H(L1, L2> = II(LZ, Lz) =0.

* Nas condigdes acima, aplicar os teoremas 2.2.4 (p. 47) e 2.2.5 (p. 48) nos diz que se M =
M3 (c), entdo M estéd contida em um hiperplano de tipo luz, possui fibrado normal plano e
(novamente) curvatura Gaussiana constante e igual a c.

Assim, se M2 C Mj(c) é uma superficie ndo-degenerada, marginalmente aprisionada e com
nulidade relativa positiva, considere um referencial local (Eq, Ep, Ly, L_) de ]M‘f(c), adaptado a
M, nas condig¢oes do Lema 3.1.6 acima. Notando que

<V§Li,Li> =0 e <V§L+, L,> = <V§;L,,L+>

qualquer que seja X € X(M), concluimos que existe uma 1-forma ¢ definida no mesmo dominio
do referencial tal que

VxE = w3 (X)Ey, VxE»=w5(X)E;, VxL, =¢(X)L, e VxL_ = —¢(X)L_.

Observagido. Naturalmente, as defini¢des de 1-formas de conexao e 2-formas de curvatura fazem
sentido para conexdes de Koszul em fibrados vetoriais quaisquer. Nas condi¢des acima, pode-se
verificar que R+ (X,Y)Ly = +d¢(X,Y)L., ou seja, dp é essencialmente a 2-forma de curvatura
da conexdo V+ em M. Como Rt = 0, temos que ¢ é fechada.

Lema 3.1.7 (Caracterizando w?). Seja M?> C Mj(c) uma supetficie ndo-degenerada, marginalmente
aprisionada e com nulidade relativa positiva. Sendo (Eq,Ez, L, L_) o referencial dado pelo Lema 3.1.6,
valem que

wi(Er) = ¢(E2) e wi(Ez)=0.

Demonstragdo: Utilizaremos as equagdes de Codazzi-Mainardi (Proposi¢do 1.2.33, p. 33). Neste
ponto ¢é essencial trabalharmos com M7(c) ao invés de um ambiente Lorentziano M qualquer,
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uma vez que serd necessario o uso explicito de R.Fixe1 < i, j,k <2.Recordando que

RX,Y)Z=c(Y,Z)X —(X,2)Y)
para quaisquer X,Y,Z € .’{(IM%(C)), temos R(E;, E; E, L) = 0. Escrevendo ainda de forma
reduzida II(E;, Ej) = 6;16j1 L, temos
VIKE]', Ek,' Ei) = VEH(E], Ek) - II(inE]', Ek) — H(E]', VE,.Ek)

= 610 Vg Ly — (w}(Ei)Er + W’ (Ei) Eg, Ex) — (Ej, w (Ei) E1 + w3 (Ei)Ey)

= 610 ¢(E) Ly — w"(E)(Ey, E) — w i (Ei)II(E;j, Er)

= (6500 (Ei) — w'(E;)o — w'y(E;)éj1) Ly
Trocando indices, também temos

VII(E;, Ei; Ej) = (0uda¢(Ej) — wi(Ej)or — w(Ej)dn)L+,
de modo que a equagdo de Codazzi-Mainardi
E(El/ E]/ Ek/ L*) = <VII(E]/ Ek/ EZ) - v]:[(E'l/ Ek/ E])/ L7>
1é-se apenas como
5]’1(5k1¢(Ei) — (Ulj(El')ékl — wlk(Ei)5j1 = 51'15](14)(1:—:]') — a]li(E]')5k1 — wlk(E]')5l’1.

Agora que o trabalho duro esté feito, podemos escolher indices e realizar uma boa* colheita.
Escolhendo (i,j,k) = (1,2,1) obtemos w?(E1) = ¢(Ez), enquanto (i,j, k) = (1,2,2) nos da
w? (Ez) = 0. Todas as outras escolhas possiveis de indices nos levam a estas duas conclusdes ou
a tautologias. O

Com os lemas obtidos até agora, podemos construir um sistema de coordenadas que capture
a geometria de M de forma conveniente para obtermos as classificagdes desejadas nas préximas
secoes:

Proposigdo 3.1.8. Seja M? C M (c) uma superficie ndo-degenerada, marginalmente aprisionada e com
nulidade relativa positiva. Sendo (Eq,Ea, L, L_) o referencial dado pelo Lema 3.1.6, existe uma carta
(U, (u,v)) € (M) para a qual

(i) a métrica de M3(c) induzida em M se expressa como e**du® + dv?, onde A € C™(U) é suave;
(ZZ) au = €AE1 e av = Ez,‘
(iii) A funcio ) satisfaz a relacdo (e)y, + ce* = 0;

87}\
Jv

Demonstra¢ao: Observamos anteriormente que ¢ é uma 1-forma fechada. Pelo Lema de Poin-

(iv) Vy, Ly =e*¢(E1)Ly e Va Ly =—--L..

4Ou ndo tio boa assim...
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caré, existe um potencial local A tal que —¢ = dA. Deste modo, temos

[e*E1, Ez] = Vg, B2 — VE, (¢ Ey)
= "V, Ey — Ex(e})E; — "V, E;
= —e"¢(Ey)E; — e*dA(E,)E;
= —¢"¢(E2)Ei + " ¢(E2)Ey
=0,

e assim (reduzindo o dominio U de A se necessdrio) os itens (i) e (ii) seguem do Teorema de

Frobenius®.

Em (iii), recordamos que a curvatura Gaussiana de M é constante e igual a ¢, de modo que

c——(eA)w = (Mo +cet =0
- e)L v - Y

Finalmente, para o item (iv), note que (A, (X),Y) = (II(X,Y),L;) = 0, quaisquer que sejam
X,Y € X(M), de modo que Ar, = 0. Com isto, temos

Va,Ly = Vg Ly = Vi Ly = e ¢(E1)Ly

e também
87)\
v

como desejado. O

Va, Ly = Va Ly = ¢(d)Ly = —dA ()L = ==Ly,

Observacdo. A parametrizagdo do resultado acima pode ser construida explicitamente, utili-
zando a aplicagdo exponencial: suponha que « seja uma curva integral de E;, definida em um pe-
queno intervalo contendo a origem 0. Definindo x(u,v) = €XPy(y) (vEx(a(u))), o fato de Vg, E,
se anular garante que as curvas integrais de E; sdo geodésicas com velocidade unitéria que cru-
zam « ortogonalmente. Como o mesmo vale para d,, temos que E; = 9,, no dominio de x. Além
disto, como o versor de d,, é ortogonal a E;, deve ser igual a £E;, sendo que avaliagdo ao longo
de « nos dé a igualdade com o sinal positivo.

3.2 A classificacao em L*

Teorema 3.2.1. Seja M? C IL* uma superficie nido-degenerada, marginalmente aprisionada e com nuli-
dade relativa positiva. Entdo M é localmente congruente a um aberto de uma superficie da forma

(i) x(u,v) = (f(u),v,u, f(u)), onde f é uma fungio suave qualquer tal que f" nunca se anule, ou;

)
of(u) + [y r()E'(t) dt
vcosu — [ r(t)sentdt
vsenu + ;' r(t)costdt

og(u) + [y r(t)S'(¢) dt

contendo a origem, com " + & # 0.

(ii) x(u,v) = ,onde v e ¢ sio fungoes suaves definidas em um intervalo

Demonstragiao: Que as superficies listadas acima sdo marginalmente aprisionadas e com nuli-
dade relativa positiva segue de calculos diretos, como os apresentados na Secado 2.1 do Capitulo

5Ge M" é uma variedade diferencidvel e F = (X1,...,Xy) é um referencial local em M, entdo F é holonémico (ou
seja, 0os X; sdo os campos coordenados de uma carta) se e somente se [X;, X j} = 0 para todos os i e . Veja [8] para uma
demonstracdo deste resultado.
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2. Seja x: U — x[U] C M a parametrizacdo dada pela Proposi¢do 3.1.8 (p. 61). Neste caso,
(e})yp = 0 implica que e*“?) = p(u)v 4 q(u), para certas funcdes p e q. Tratamos casos:

(a) Se p é identicamente nula e chamamos # uma primitiva de g, a métrica induzida M por L*
expressa-se em coordenadas como dii? + dv?, de modo que

Xizg=Liox e xy =Xy =0.

Integrando, obtemos x(i,v) = vey + A(il), para certos ¢; € L* e uma funcio vetorial A.
Claramente temos que A”(i1) = L4 (x(i,v)). Além disto, dualizando dii = g(u) du temos
que 9; = q(u)~19,, e assim o item (iv) da Proposigdo 3.1.8 nos d4
A" (if) = V. L L 3,1 A(M'v)cp(ls )Ly = ¢(E;)A" (&)
N A T R A

Em particular, temos que ¢ = ¢(E;) depende apenas de i (e reparametrizando se necessério,
ainda podemos supor que 0 pertence ao dominio de ). Naturalmente, o préximo passo é
considerar a equagdo diferencial A" (i1) = ¢(@1) A” (i), cuja solugdo é dada por

A(LNI) = lUcy —|—f(L~l)C3 + ¢y,

i) = /O17 /Ot2 exp </0t1 P(t) dt) dty dty.

Portanto, temos que a parametrizagdo x toma a forma

onde ¢y, ¢3,¢4 € LA e

x(it,v) = vey + ey + f(U)es + ca.

Resta caracterizarmos os parametros ci, ¢z, c3 € ¢4, a menos de transformagoes de Poincaré.
Observe que como o vetor curvatura média de M é sempre de tipo luz, a derivada segunda
f” nunca se anula. Substituindo

xp(i,v) = e+ f'(#)e3,  xip(i,0) = f'(W)ez e x,(if,0) = ¢y,

temos (em ordem):

7 - 0
(X, X)) =0 <C3 c3)

(xgm, xz) =0 (c2,c3) =0

(xaw, x0) =0 . (c1,¢3) =0

() =1 (c2,00) =1

gﬁ/;cvi i (1) <C1/C2> =0
Vs A0 — <C1’C >

\

de modo que pela Proposigdo 1.1.19 (p. 14), aplicando uma transformagao de Poincaré, pode-
mos supor que ¢; = (0,1,0,0), c2 = (0,0,1,0), c3 = (1,0,0,1) e ¢4 = 0. Ou seja, renomeando

i — u, temos
x(u,0) = (f(u),0,u, f(u)),
como desejado.

(b) Se p nunca se anula, chame # uma primitiva de p, de modo que dit = p(u) du e a métrica
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induzida em M por IL* expressa-se como

2
(p(w)o+q(u))2du? + do? = (p(u)o + q(u))? (;f<1>> e

- <U+Zizg>zdﬁ2+dvz

= (v 4 r(i))*di? + do?,

onde usamos que p ndo se anula para aplicar o Teorema da Fungdo Inversa e obter a apli-
cacdo suave (i) = q(u)/p(u). Reparametrizando se necessario, podemos supor que r esta
definida em um intervalo da reta contendo a origem 0. O préximo passo € usar esta expres-
sdo da métrica para obtermos as derivadas segundas de x, como no primeiro caso tratado.
Calculando os Simbolos de Christoffel® para as coordenadas (i, v), temos

7 r'(ir) _ ~ 1

i = @) g =—(o+r@@) e I = @)

enquanto que os restantes se anulam. Além disto, dualizando dii = p(u) du, obtemos que
97 = p(u)~19,, donde

-~ 3~) — L — L e)\(u,v) eA(u,v)
11(3;,07) p(u)zn(au,au) e, E)
e)x(u,v) 2 ny u 2
= (p(u)z)II(El,El) = (p( )P(:)Z( ) L,
= (v+7r(if))Ly.

Juntando todas estas informagdes, finalmente temos

- e _ ~

xgi (i, 0) = mxﬁ(% v) — (v + (@))% (i, 0) + (y + () )* L (x(i,0)),
X (U, 0) = v;}/(ﬁ)xg(ﬁ,v) e Xy =0.

De x,, = 0, obtemos que x(i1,v) = vA(il) + B(il) + ¢, para certas fungdes vetoriais A e B, e
uma constante de integragdo ¢; € IL*. Ainda, notando que a igualdade

1

= W(UA/(LNI) + B'())

Al ()
deve valer para todo v num pequeno intervalo aberto, podemos colocar v = 0 e isolar

i
B(il) = / r(1)A' (1) dt,
0

donde _

u

x(i,0) = vA(@) + / F(DA'(H) dE + cr.
0

Utilizando esta expressdo para obter x;; de duas maneiras diferentes, podemos isolar

L, (x(&,0)) = W.

éPor exemplo, usando a observagio feita ap6s a Proposigao 1.2.16 (p. 25).
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O resto da estratégia consiste em usar o item (iv) da Proposi¢do 3.1.8 de forma conveniente,
para encontrarmos uma equacao diferencial para A que possa ser resolvida. Note que
Vawlq_ = LV(’) L+
' plu) ™
eMwo)
= W¢(E1)L+

= ¢(E1) (v + r(i)) Ly (x(i, 0))
= ¢(E1) (A" (i) + A(ir))

Com isto, multiplicando a expressdo para L. (x(if,v)) por v + r(ii) e aplicando V,_, vemos
que

(S0 4 9(E1) 0+ 1) ) (A (0) + () = A7) + A0,

Afirmagdo. O coeficiente multiplicando A" (1) + A(il) na expressio acima nio depende de v, ou
seja, é da forma (i) com ¢ suave.

Justificativa: E um calculo razoavelmente longo. Listamos os principais pontos:

e Comod; = p(u)~3y, (&) = 4(u)/p(u) implica em (i) = TP ~a()p"(W)

p(u)’
o A _ pwo+q'(u)
ou e)\(u,v) :
. A p(u)
v g/\(”r'”).

* ¢(Ey) = 45(67)‘8“) = —dAQu)  pwv+q (u)

Juntando tudo, temos:

d [ (i) G o)
3o (s 4 9B w0 1) ) = =+ (04 L3 2 gl + p(E0)
p(w)g(u) —p(u)g'(u)  eM0) 9 (p’(u)v+q’(u)) P (w)v+q (w)
p(u)3 (z;+ ‘72”;)2 p(u) ov e2A(w0) e2A ()
p(u
_ P(w)g(u) —p(u)g'(u) ) p ()2 40) —2(p' (u)o + ' (u)) e 40 (9N /30)  p!(u)o + ¢/ (u)
P u)EZA(u,v) p(u) e4Mu,v) 2 (u,0)
= () — pl) (1) — D () + 2609 P (4 (o + f () — pla)p () — pla) ’(u))
= e (P00 —plog p 5 (P q p(u)p p(u)g

= e (P00 = PO 0 = (Wt = p' (0 () +2p ) (P00 + ) = p(wihi0)0 = p (i)

como queriamos.

Assim, obtemos a equagédo diferencial

(A"(u) + A(w))" = () (A" (i) + A(wD)),

e portanto

A"(i) + A(i) = crexp /O " () dt = ¥(iD)es,
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donde
u mn
A(il) = cosil c3 +senil cs + <sen L~l/ Y (t)costdt — cos 17/ Y(t) sentdt) 2,
0 0

onde c3, ¢4 € IL* sdo novas constantes de integragdo. Para simplificar a notagdo, chamemos
¢(u) o coeficiente multiplicando ¢, na expressdo acima. Claramente ¢’ + ¢ = ¥ > 0. Assim:

mn n
x(i,v) = <vcosﬁ—/ r(t) sentdt) s+ <v senﬁ—i—/ r(t) costdt> ca+
0 0

+ <vg(a) + /Oﬁr(t)@’(t) dt) &+ e,

Resta achar condi¢des sobre as constantes de integragao.

Afirmacdo. Nas condigdes acima, ¢y, ¢3 € ¢4 sio dois a dois ortogonais, com c3 e ¢4 unitdrios de tipo
espago, e ¢y de tipo luz.

Justificativa: Iniciamos observando que &(0) = ¢’(0) = 0e que 7(0) # 0 (pela regularidade de x). Derivando
a expressdo encontrada para x, temos

x5 (i1,v) = —senii (v+r(il)) c3 + cos i (v + (i) )cy + & (@) (v + () )ca, e
%y (1, v) = cos @ ¢z + senil ¢y + ¢(i)cy
Com isto, as condig¢des
1’(0)2 = (x7(0,0),x7(0,0)), 0= (x7(0,0),x,(0,0)) e 1= (x4(0,0),2x,(0,0))

léem-se como
(ca,e4) =1, (c3,¢4) =0 e (c3,¢3) =1
Com isto, a condi¢do 1 = (xy(#,v), x, (4, v)) torna-se 1 = 1+ é(ﬁ)2 (ca, c2) para todo i, donde (cp, ¢3) = 0.
Prosseguindo, temos
x37(0,0) = —7(0)es +1'(0)es + 5" (0)r(0)er e
X (i, 0) = —senil c3 + cos il cg + & (il)ea
donde
(xq(1,0), x3(i1,0)) = (v +r(@)* = (xz7(0,0),x7(0,0)) = 7 (0)r(0)
torna-se
r'(0)r(0) = ' (0)r(0) + " (0)r(0) (2, ca),
e portanto (¢p, c4) = 0. Finalmente, temos que

(xi1 (11, 0), %0 (1, 0)) = 0 = (x7(0,0),%(0,0)) + (x;(0,0), x3,(0,0)) = 0
e assim —(0) + ¢”(0)r(0) {c3, ¢3) + 7(0) = 0 nos dé (ca, c3) = 0. ]

Com isto a Proposigdo 1.1.19 nos permite aplicar uma transformacao de Poincaré e supor que
¢ =0,¢,=1(1,0,0,1),c3 = (0,1,0,0) e ec4 = (0,0,1,0), de modo que renomeando u — u

obtemos
)+ o r(1)E'(
)

vcosu—fo r(t sentdt
vsenu—i—fo r(t costdt

)+ Jo T(B)E(

x(u,v) =

como desejado.
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3.3 A classifica¢io em 5] e H}

Neste ponto, buscamos uma classificagdo similar a dada no Teorema 3.2.1 (p. 62), agora para os
espagos de de Sitter e anti-de Sitter, S e H. Podemos simplificar a estratégia de demonstragdo e
tratar as duas situagdes simultaneamente, utilizando a seguinte notagdo: se c € {—1,1} denota a
curvatura do ambiente analisado, colocamos

. Jcosx, sec=1 . |senx, sec=1
co(x) = e sc(x)= ,
coshx, sec=—1 senhx, sec= —1

bem como t.(x) = sc(x)/cc(x).

Observacdo. Em [23], esta notagdo é empregada com ¢ € R qualquer, a fim de estudar geo-
metrias esféricas e hiperbdlicas de vérias curvaturas simultaneamente. As fungdes ¢, e s. ficam
caracterizadas pelas condi¢des

Cdcest=1, s.=c e . =—cs.
Em particular, teriamos ¢p(x) = 1 e so(x) = x, para todo x € R.

Por conveniéncia, registramos dois lemas gerais sobre estas fungdes trigonométricas, utili-
zando a notagdo adotada:

Lema 3.3.1. Sejamc € {—1,1} e x,y € R. Entdo:
(D) cc(x+y) = ce(x)ec(y) — csc(x)se(y);
(ii) sc(x +y) = sc(x)cc(y) + cc(x)sc(y);

_ (@) tt(y)
1 —cte(x)te(y)

Lema 3.3.2 (Superposicdo de ondas). Sejam ¢ € {—1,1} ea, b, x € R ndo nulos.

(iii) to(x+y) , sempre que a expressio fizer sentido.

(i) Se a® + cb* > 0, entdo

ace(x) 4+ bsc(x) = Va+cb? c.(x — ch),
onde t.(0) =b/a;

(ii) Se ca? + b* > 0, entdo

ace(x) 4+ bsc(x) = Vea+ b2 s.(x+6),
onde t.(0) = a/b.

Demonstragdao: Fagamos o item (i), sendo o (ii) completamente andlogo. Queremos escrever
ace(x) + bsc(x) = Re.(x — @) para certos reais R e 6. Usando o lema anterior, temos

ace(x) + bsc(x) = Ree(x — c0)
= R(cc(x)cc(—cO) — csc(x)sc(—ch))
= R(ce(x)cc(0) + 5c(x)sc(0))
= Rec(0)cc(x) + Rsc(0)sc(x),

donde a = R¢.(6) e b = Rs.(6), por comparagao’. Assim, temos

a* + cb* = R*¢2(0) + cR?s2(0) = R%.

7Independéncia linear de {c, s¢}, se formos ser precisos.



68 SUPERFICIES MARGINALMENTE APRISIONADAS COM NULIDADE RELATIVA POSITIVA 3.3

Finalmente, temos que t.(6) = b/a, como desejado.

Agora estamos prontos para enunciar e provar os teoremas restantes deste capitulo:

Teorema 3.3.3. Seja M? C S} uma superficie ndo-degenerada, marginalmente aprisionada e com nuli-
dade relativa positiva. Entdo M é localmente congruente a um aberto de uma superficie da forma

(i) x(u,v) = (¢(u) cosv,senu cosv,senv,cosucosv,(u)cosv), onde & é uma fungio suave defi-
nida em um intervalo qualquer, com &' + ¢ # 0 em cada ponto, ou;

£(s) b— fo )l
Xy (5) Va(
(ii) x(s,v) = cosv | yy(s) | —senv Va(
zy(s) V3(s
t(s) b— for(
definidas em um intervalo contendo a origem, 5 = (x,,, Yy z,,) é uma curva em S% com velocidade

unitdria e curvatura geodésica ndo-constante r, e (V1, Vo, V3) é o vetor unitdrio normal a 5 e tangente
5 @2
a 5=

0 O»n

e (
)
) ,ondeb € R, r e £ sdo fungdes suaves
)
El

Observacio.

¢ Em [40], a segunda e a quarta componente do caso (i) acima estdo trocadas, mas isso ndo
¢ um problema, visto que a aplicagdo que as destroca é uma transformagdo de Lorentz
e, portanto, restringe-se a uma isometria de S{. Independente disto, a expressdo dada é
interessante por si so: as trés componentes do meio parametrizam uma esfera s?, enquanto
as componentes de tipo luz ¢(u) cos v lembram coordenadas polares em um setor de tipo
espago ortogonal ao 3-plano que contém esta g2,

e A parametrizac¢do dada no caso (ii) construida para a geodésica 5(s) = (sens,0,coss) de
S?, com normal (0, —1,0) e b = 0 acaba por nos fornecer o caso (i).

Teorema 3.3.4. Seja M? C W} uma superficie ndo-degenerada, marginalmente aprisionada e com nuli-
dade relativa positiva. Entdo M é localmente congruente a um aberto de uma superficie da forma

(i) x(u,v) = (¢(u) coshv,senh u cosh v, senh v, cosh u cosh v, (1) coshv), onde ¢ é uma fungio
suave definida em um intervalo qualquer, com " — ¢ # 0 em cada ponto, ou;

(i) x(u,v) = (¢(u) senh v, sen u senh v, cos u senh v, cosh v, & (1) senh v), onde & é uma fungio su-
ave definida em um intervalo qualquer, com " + ¢ # 0 em cada ponto, ou;

2,0 e’ () e’ -v 2,0

(iii) x(u,v) = (u°e E,Me,e ,E+e ,uce’ ), ou;

. B _ure’ I ) _ure
(iv) x(u,v) = | senhv > ,&(u)e’, ue’, ¢(u)e’, senh v

— ev> , onde ¢ é uma fungdo suave

definida em um intervalo qualquer, com " # 0 em cada ponto, ou;

£(s) b— [or(e'(t)
Xy (s) Vi(s)
(v) x(s,v) = coshv | y,(s) [ —senhv Va(s) ,onde b € R, r e { sdo fungdes suaves
zy(s) Va(s)
e b— Jsr(t)e(

definidas em um intervalo contendo a origem, § = (x,,,y,,, zy) € uma curva em H? com velocidade
unitdria e curvatura geodésica ndo-constante r, e (Vy, Vo, V3) é 0 vetor unitdrio normal a 5 e tangente
5 T2
a H=.
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Observacio.

* Nos casos (i) e (ii) ocorre algo semelhante ao observado anteriormente: as coordenadas
centrais parametrizam um plano hiperbélico H?, e as componentes de tipo luz ¢(u) coshv
(resp. ¢(u) senhv) lembram coordenadas de Rindler em uma cunha de tipo espago (resp.
tempo) ortogonal ao 3-plano que contém este H?. Para mais comentérios sobre tais co-
ordenadas, veja [27].

¢ Em principio, a parametriza¢do dada no caso (v) é feita para curvas com curvatura geodé-
sica ndo-constante. Entretanto, escolher uma curva 7 com curvatura geodésica constante
|x¢y| < 1produziré o caso (i), enquanto |xg,| > 1 produzird o caso (ii). Ja quando # é um
horocirculo (|x4,4| = 1), obtemos a menos de uma isometria o caso (iii) ou o caso (iv).

Recomendo que na demonstragdo a seguir todas as Justificativas dadas sejam omitidas em
uma primeira leitura, a fim de manter o foco na ideia geral.

Demonstra¢ao: Como na demonstragdo do Teorema 3.2.1 (p. 62), verifica-se diretamente que
todas as superficies listadas acima sao marginalmente aprisionadas e com nulidade relativa po-
sitiva. Considere novamente a parametrizagdo x: U — x[U] C M dada pela Proposicao 3.1.8 (p.
61). Neste caso, (!)y + ce* = 0 implica que e**?) = p(u)c.(v) 4 q(u)sc(v), para certas funcdes
suaves p e q.

Vamos analisar a situac¢do por casos, repetindo a estratégia anterior, que essencialmente con-
sistia em comegar com uma ou mais reparametrizagdes convenientes, calcular os Simbolos de
Christoffel em tais coordenadas, bem como a Segunda Forma Fundamental de M, e usar esses
dados para obter as derivadas de x. Feito isso, resolver o sistema de equacdes diferenciais par-
ciais resultante. Finalmente, achar condicdes sobre as constantes de integracdo a fim de aplicar
uma isometria para levar o resultado encontrado em alguma das superficies listadas nos enun-
ciados dos teoremas.

Recordamos que se N(p) = p, entdo a Segunda Forma Fundamental 1T de M}(c) relativa a
I° ou R} (conforme ¢ = 1 ou —1, respectivamente), ¢ dada por II(X,Y) = —c(X,Y) N, para
X,Y € X(Mj3(c)). Dito isto, vamos ao trabalho:

(a) Suponhaquec =1,ouquec = —1e|p(u)| > |q(u)|.Ocaso |p(u)| < |q(u)| fica incluso neste
fazendo uma transla¢do no parametro v, em vista da periodicidade de cos e sen. Entédo, pelo
Lema 3.3.2 (p. 67) podemos escrever e**?) = a(u)c.(v + B(u)) para certas fungdes suaves
a # 0 e . Sendo # uma primitiva de &, temos dif = w(u) du e assim

(p(u)ce(v) + g(u)sc(v))*du® + do* = (a(u)c.(v+ B(u)))*du® + dov?
= (v + B(u))du? + dov?
= (v + y(i))di?* + do?,
onde usamos que & # 0 para aplicar o Teorema da Fung¢do Inversa e escrever (i) = B(u),

com 7 suave. Calculando os Simbolos de Christoffel para estas coordenadas, temos que

[ip = =/ (@te(o+9(@), T = 55e(2(0+9(@)) e Tf, = —cte(o+5(i)),

enquanto os restantes se anulam. Calculamos agora a Segunda Forma Fundamental I de M
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relativa 8 M7(c), lembrando que dualizar dit = a(u) du nos dé 9; = a(u) 19,:

II(0g,97) = [X(;l/[)zll(au/au) = a(i)zn(e/\(u,v)El’e)x(u,v)El)
(u,0) ¢ .
= e by = el O,
= (v + (@) Ly

Com isto, o item (i) da Proposi¢do 1.2.34 (p. 33), nos da:

xi (i1, 0) = —cy' (W)te (0 + v (i) )xa (i, )+25c(2(v+7(ﬁ)))xv(ﬁ,v)+

+ 20+ 7)) (L (x(i,0)) — ex(,0)), "
X (1, 0) = —cte(v+ () xz(11,0) e
Xopp (1, 0) = —cx(1l,v).

Agora temos dois subcasos:

(a;) Quando vy é constante. Entdao podemos colocar v = v + <, de modo que dv = dv e
d5 = 0,. Em particular, note que a métrica toma a forma ¢?(v)du? + do?. Assim, o sistema
(1) sirnpliﬁca-se8 para:

¥ (#,0) = cec(0)se(0)x5(# ,9) + ¢ (9) (L+ (x(#,0)) — ex(@,9)),

xﬂﬁ(u/ Z)) = _th< )xu(u 5) € (:I:)
Xg5(11,0) = —cx (U, ).

=

Resolvendo a dltima equagdo, temos que x(i1,0) = ¢.(0)A(u) + s.(0)B(u), para certas
fungdes vetoriais A e Bem L° ou R3. Em principio terfamos uma constante de integracéo
livre, que determinaria o “centro” do ambiente: tomaremos-a como o vetor nulo.

A segunda equacdo de () lé-se entdo como

—csc(0)A'(#t) + ¢ (0)B' (i) = —cte(0)(cc(0) A’ () + 5(0) B' (1)),

donde segue imediatamente que B’ = 0, de modo que B é uma constante ¢;.

Afirmacgao. Nestas condigdes, temos

Li(x(i3)) = 2CALD,

Justificativa: Basta calcularmos xj; diretamente, e usando a primeira equagdo em (3):
cc(9) A" (1) = cec(9)sc () (cc(D)er — csc(D) A (1)) + 2(3) (L (x(1,)) — csc(D)er — cec(D) (i)
= o (VY (D)er — ce(9)s7 (D) A(in) + ¢ (3) L+ (x(if, 5)) — ccZ (0086 (D)1 — ec(9) (i)
—ce(9)s7 (D)A(1D) + ¢ (D)L (x(, 9)) — e (9) (i)
—(s2(9) + 2 (2))ec (9) A (1) + ¢ (0) L+ (x(11,7))
—cec(9)A(#) + Z(9) L (x(11,)),

onde em (*) usamos que ¢2(3) + cs2(7) = 1 implica que cc2(3) + 52(7) = c. |

I H
X

Agora, aplicando 7917 na expressdo obtida e usando o item (iv) da Proposi¢do 3.1.8 (p.

8 A rigor, hd um abuso de notagdo ocorrendo aqui. Teriamos (i, 7 — 7) nos argumentos de x e suas derivadas.
Estamos definindo ¥(if, 7) = x(ii, 7 — ) e imediatamente renomeando ¥ — x.
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61), segue que

A"(@ 2(+)A< D _ g(E)(A" (@) + cA(@),

e portanto
(A"(#) + cA(@))" = ¢(E1)ec(0) (A" () + cA()).

Afirmacdo. Na expressio acima, ¢(Eq)c.(0) nio depende de v, e logo é da forma (i) para
alguma fungdo suave 1.

Justificativa: E uma conta similar a feita no caso (b) da demonstracio do Teorema 3.2.1 (p. 62), expres-
sando ¢(E7)c.(0) em termos das derivadas de A, e assim sera omitida.

Prosseguindo com o argumento, temos que
A"() + cA(w) = ¥ (i),

onde ¢, é constante e ¥ > 0 é suave. Resolvendo tal equagdo diferencial, vem que

i

A(#D) = co(if)es + se(@ )c4+< (i )/Oﬁ‘l’(t)cc(t) dt—cc(ﬁ)/

0

¥ (s (1) dt> e

onde c3 e ¢4 sdo ainda novas constantes de integracdo. Denotando por & (if) o coeficiente
de ¢, na expressdo acima, temos que ¢’ +c¢Z =¥ > 0e

x(U,0) = 5:(0)e1 + E(#)ec(0)ea + ¢ (i) ec (D) ez + 5c(1) e (V) ey
Afirmacdo. Nas condigdes acima, c1, ¢z, €3 € ¢4 sio dois a dois ortogonais, com c; e ¢4 unitdrios
de tipo espago, ¢ de tipo luz, e (c3,c3) = c.
Justificativa: Como antes, temos &(0) = &'(0) = 0 e ¢"(0) # 0. Além disto
xi(i1,0) = &' (i) cc(T)ea — esc(i)ec(T)ez + ce(i)ec(T)ey, e
x5(11,0) = cc(0)e1 — ¢ (i)sc (V) e — cec()sc (D) e3 — csc(il)sc(T)ca
Com isto
1= (x7(0,0),x3(0,0)), 0= (x7(0,0),x5(0,0)) e 1= (x5(0,0),x5(0,0))

tornam-se
1= <C4/C4>/ 0= <C4,C1> e 1= <C1/C1>/

respectivamente. Prosseguindo, desenvolvemos a igualdade 1 = (x;(0,7), x5(0,7)) e obtemos

2(8) = 25¢(0)¢c(9) (e1, €3) +52(9) (€3, ¢3)

para todo v. Simplificando, vem que

c= <C3,C3> — % <Cl,C3>

para todo v # 0, e assim concluimos que (c3,c3) = c e {(c1,c3) = 0. Derivando persistentemente, temos

xz(11,0) = & (W)ec(D) ea — cec (i) ec(D) 3 — cse(i)ec(D)ey,
X5 (1,0) = —cg' ()5 (D) ez + 5c (i) 8¢ (0) €3 — cec(ih)sc(T)ey e
X55(1,0) = —csc(0)cq — & (i) ec (D) eg — cec (i) ec () ez — csc (@) ec (D) ey.

Com isto, avaliar as derivadas de (x;(ii, 7), x5(%,7)) = 0 em (0,0) nos dd imediatamente que {c1, c3) =
(e3,¢4) = 0. E como &"(0) # 0, avaliar a derivada em relacdo a i de (x;(i,9), x;(i,7)) = ¢2(7) em
(0,0) também nos dé (cp, ¢4) = 0.

Falta pouco. Avaliando a derivada em relacdo a o de (x; (i, 9), x;(f, 7)) = ¢2(7) em i = 0, obtemos

—csc(9)¢"(0) (€2, €3) — ¢s¢(9) = —cs¢ ()
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para todo 7, e assim segue que (cy, ¢3) = 0. Finalmente, voltamos para a expresséao (x; (i1, 0), x; (i, 7)) =
c2(9), que agora lé-se como &' (i1)? (¢, ¢2) = 0 para todo #, donde (¢, o) = 0. [ ]

Assim, podemos supor que ¢; = (0,0,1,0,0), ¢ = (1,0,0,0,1), ¢ = (0,0,0,1,0) e
¢; = (0,1,0,0,0). Com isto, renomeando (i,0) — (u,v) e substituindo concretamente
¢ = 1 e —1 na expressado encontrada, recuperamos (i) em ambos os teoremas:

x(u,v) = (&(u) cos v, sen u cos v, sen v, cos u cos v, &(u) cosv) em S}, e
x(u,v) = (&(u) cosh v, senh 1 cosh v, senh v, cosh 1 cosh v, & (1) cosh v) em Hj.
(a2) Quando 7y é ndo-constante. Comecamos a resolver novamente o sistema (1) (p. 70), pela
terceira equacdo, donde x(i,v) = ¢.(v)A(ul) + s.(v)B(u) para certas fung¢des vetoriais

A e B. Usando a segunda equacdo de () juntamente com o item (iii) do Lema 3.3.1 (p.
67), temos

te(v) + te(y (1))
1 —cte(0)te(y()

donde B'(&1) = —ct.(y(&))A’(it) e assim

—csc(v) A (i) + cc(v) B/ (if) = )(—th(v)A'(ﬁ)—Cﬁc(v)B’(ﬁ))l

x(i1,v) = ¢.(v)A(U) + 5c(v) <c1 — c/ou te(y()A'(t) dt> ,

para uma certa constante de integracao cy.

Afirmacgao. Vista como uma curva, A é de tipo espaco e regular. Portanto, admite um pardmetro
de arco’ s e uma reparametrizagio A com velocidade unitdria. Além disto, a correspondente
reparametrizagdo X de x fica dada por

%(5,0) = ce(0)A(s) + 5c(0 <c1+/ )

onde r(s) = —ct.(y(1(s))) é suave e ndo-constante.

Justificativa: Derivando a expressdo encontrada, temos x; (i, v) = (cc(v) — csc(0)tc(y(i))) A’ (). As-
sim, usamos a expressao para a métrica encontrada anteriormente e obtemos que

¢ (0 + (1) = (xz(i,0), x3(11,0)) = (cc(0) — ese ()t (Y <A ), Al (i )>

para todos os pares (i, v) possiveis. Fazendo v = 0 segue que (A’ (1), A’ (i1)) = ¢2(7(i1)) > 0, e assim
A é de tipo espaco e regular Sendo s uma fungdo comprimento de arco para A, Colocamos A(s) =
A(ii(s)). A expressdo para ¥ € entdo clara. |

Note que ds = ¢.((#)) dii e ds = ¢.((14)) 19z, de modo que a métrica se escreve nas
coordenadas (s, v) como
{0+ ()d7 + do? = (ce(0)ec(1(7)) — cse(0)se (i) i + do?
= (cc(v)ec(y(1)) — ese(v)ec(v () te(y(1)))*dir? + dov?
= (co(v) 4 7(s)sc(v))2ds* 4 dv?,

9 A funcéo inversa do comprimento de arco fica denotada também por if, como de praxe.
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e a Segunda Forma Fundamental se expressa como

1(d,,8,) = - (Wl(u))n(au,a ) = (Z’L
< cc(0)ec(y (1)) — csc(v )55(7(5
cc(y (1))

Uma vez calculados os Simbolos de Christoffel relevantes

2
)> L. = (ce(v) + r(s)se(0)L.

f L PEs) oz He)k) —es(o)
B e(v) +r(s)sc(v) T () +7(s)sc(0)
T2 = c(ce(0) +7(s)5¢(0)) (5c(v) — cr(s)ec(v)),

o item (i) da Proposicdo 1.2.34 (p. 33) nos da o novo sistema

Xss(s,0) = o ;/)/(5)5(c()v) (v)xs + c(cc(v) +7(s)sc(v)) (8c(v) — cr(s)ec(v) )Xo+
+ (cc(v) +7(5)8c(0))* (L4 (Z(s,0)) — cX(s,0)),

r(s)ec(v) — cse(v) -

¥ou(s,0) = () +7(s)sc(v) %o(s,v) e

&1

Xoo(s,0) = —cX(s,0).
Nosso préximo passo é produzir uma equacio diferencial para A que possa ser resolvida.
Voltamos a empregar o item (iv) da Proposi¢do 3.1.8 (p. 61), para obtermos ainda outra:

Afirmacdo. Existem um vetor constante c; de tipo luz e uma fungio suave ¥ > 0 tais que
rs)¥(s)
¢e(v) + 1(s)sc (0)

Justificativa: Substituindo a expressdo encontrada para X na afirmagao anterior na primeira equagao de (1),
realizando as distributivas e cancelando o que for possivel, obtemos

Li(x(s,v)) =

~1

A" (s) = —cA(s) —r(s) /OS r(t)ﬁl(t) dt —r(s)eq + (cc(v) +7(s)sc(v)) Ly (%(s,v)).

Trabalhando localmente, podemos supor que r ndo se anula (pois y é ndo-constante), de modo que

(C;((SU)) +5c(0)) L (%(s,0)) = % o+ ./Os r(t)ﬁ’(t) dt.

Aplicando ﬁas, temos que

(S8 4 o)) T - T s = AL AL

Nesta expressdo, substituimos

= 1

ki 1
Yol =L@ T swetm)
eMuo) a(u)ee(v+y(i B
we @) BT alwera) BV EE0)
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bem como a prépria expressao para Ly (¥(s,v)), e assim obtemos

7‘”(+ )‘f;‘/“) - (()Z (3"(6)+ A () 492 (5) = £(5) (A"(6) + cAls) +105) [

r(HA () dt + r(s)cl)

apos simplificacdes, onde

B c(v) . _ r'(s)ec(v)
f(s) = ¢(Eq) ( r(s) + C(U)) r(s)%(cc(v) +1(s)sc(v))

Devido a presenca de ¢(E), seria necessaria a verificagdo de que f realmente nédo depende de v - a omitire-
mos. Reorganizando tal expressdo, obtemos

;l//(s) + cA(s) S~ /7 A +cA
(r(s)+/0 (DA (t)dt) — r(s)f(s) ( +/ dt+c1>

que pode ser integrada para

~1 ~
s
A (s) +cAls) + [0 @) dr = ¥s)er — e, (%)
r(s) 0
onde ¥(s) = exp ( [y (t)f(t) dt) > 0 é suave e c; é constante. Isto nos permite facilmente isolar L (¥(s,v)),
como indicado. Em parhcular ¢y é forcado a ser de tipo luz. u

Agora estamos em condi¢des de obter mais informagdes sobre os produtos envolvendo A, ¢;
e Co:

Afirmacdo. Nas condigoes acima, c; é ortogonal a ambos Z{(s) e c1. Além disto, c¢1 é unitdrio de tipo

espago, </~1(s),/~1(s)> =ce
<Zx<s),c1 + /O HHA (1) dt> —o0.

Justificativa: Neste ponto, podemos derivar a expressdo encontrada anteriormente para X, obtendo
%o(5,0) = (cc(0) +7(s)3c(0))A'(s) e
Fo(s,0) = —cse(v)A(s) + cc(v (c1 —|—/ ) .

Como L e, portanto, ¢ é normal a M, temos

<c1 + /0 (A (1) dt,c2> = (%,(5,0),c5) =0,

e assim

0= (Xu(s,0),c2) = —cs¢(v) <71(s),cz>

para todo v nos diz que <}i(s), cz> = 0. Derivando, temos que <;1/(s), c2> =0, e assim

(cre2) = — </Osr(t);{/(t)dt,c2> _ —/Osr(t) (3(1),2) dt =0,

pela linearidade de (-, cp). Prosseguindo, note que

(A(s),A(s)) = (#(5,0),%5,0)) =c e {e1,e1) = (%(0,0),%(0,0)) = 1

Finalmente, como (¥(s, v),¥(s,v)) = ¢, podemos derivar em relagdo a v e obter

<Zx(s),cl + /OS (A (1) dt> — (%(s,0), %o(5,0)) = 0.
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Assim, aplicando uma isometria de M{(c), podemos supor que para algum b € R temos

que c; = (—b,1,0,0,1), c2 = (1,0,0,0,1) e A(s) = (£(s), x4(5), Yy (5),24(s),£(s)), onde =
(x4, Yy, zy) € uma curva de tipo espago em M?(c) com velocidade unitdria. Em particular,

temos que a imagem de A esta contida em Re, x IM?(c).
Denotemos também por (-, ) o produto em R® ou I3, conforme a situacdo. Isto ndo deve

causar confusdo em vista dos mergulhos centrais de R® e > em L° e R}, respectivamente
(que sdo isométricos). Vejamos entdo como a geometria de x se relaciona com a de #:

Afirmagdo. A curvatura geodésical® de y em M?(c) é dada, a menos de sinal, precisamente por
kg (s)| = [r(s)].

Justificativa: Inicialmente, calculamos a derivada covariante de 11’ :

D17 gy — (" (s),n(s)) _ (g s s
2L (5) = ') = LI 1) p5) e 9mts)) )

=1"(s)+ e (' (), (5)) n(s) = 1" (s) + en(s)-
Com isto, segue que
2 Dy’ Dy’ 1" 1" 1" 1"
a6 = { L) G 6) ) = (61" (9)) = 264 ¢ = (o (), (5)) .

Assim, resta mostrar que (" (s),#(s)) = r(s)? + c. Para tal, derivamos a equagao () e multiplicamos a
expressdo obtida por r(s), donde

"

A" (s) = (logr(s))A" (s) + (r(s)2 + ¢)A'(s) — c(logr(s))' A(s) = r(s)¥'(s)cy.

Projetando nas trés coordenadas centrais, temos

7" (s) = (log 7(s))'n" (s) + (r(s)* + )y (s) — c(logr(s)) 5 (s) = 0.

Com isto:
(" ()1"(5)) = = (" ()4 (5))
= (—(10g7(s))'n"(5) + (r(s)? + )1/ (5) — c(log r(s)) n(s), 1/ (5) )
=r(s)? +c,
ia que (1(s), 1/ (s)) = (/(s),7(s)) = 0 e 5 é de tipo espaco com velocidade unitaria. [ |

Com isto, reparametrizando # se necessario, podemos supor que «,,(s) = r(s). Observamos
que para ¢ = —1 vale que |kg,| < 1. Seja Vy(s) = (Vi(s), Va(s), Va(s)) o vetor unitério
tangente & M?(c) e ortogonal a #/(s), que portanto satisfaz (Dy/ds)(s) = r(s)V,(s). Logo,

temos
1'(s) = r(s)Vy(s) —c(s).
Derivando, vem
(log 7(s))'5"(s) = (r(s)* + ) (s) + c(logr(s)) (s) = 1 (s)Vyy(s) + r(s)Vyy(s) — crf'(s).

No lado esquerdo substituimos novamente a expressdo para ' (s) e segue rapidamente que
r(s)y'(s) = =V, (s), de modo que

10Para mais detalhes sobre curvaturas geodésicas e o Triedro de Darboux, veja por exemplo [27].
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Como ((s), Vy(s)) = 0, temos

0= <21(s),c1 +/Osr(t)21’(t) dt> - <17(s),(1,0,0) —i—/sr(t)ry’(t) dt>

= (1(s),(1,0,0) + V4 (0) = Vy(s)) = (n(s), (1,0,0) + V,(0)) .
Derivando esta expressdo duas vezes, concluimos que também vale
(1'(s),(1,0,0) + V4(0)) = (V,(s),(1,0,0) + V,(0)) =0,

o que nos leva a concluir que V,(0) = (—1,0,0). Finalmente conseguimos escrever

c1+/osr(t);1/(t) ( b+/ £ dt, —Vi(s), —Vz(s),—Vg(s),—b—i—/Osr(t)ﬁ’(t) dt),

de modo que renomeando ¥ — x, recuperamos os casos (ii) e (v) dos teoremas 3.3.3 e 3.3.4,
respectivamente.

Suponha que ¢ = —1 e |p(u)| < |q(u)|. Desta vez o Lema 3.3.2 (p. 67) nos permite escre-
ver escrever (%) = a(u)senh(v + B(u)) para certas funcdes suaves & # 0 e B. De modo
andalogo ao feito no caso (a), se # denota uma primitiva de «, a métrica fica expressa como

senh? (v + (i) )di? 4 do?,

para uma certa y suave. Os casos (a;) e (az) se adaptam facilmente. Vejamos brevemente como
isto ocorre:

(b1) Quando v é constante. Realizando uma translacdo, expressamos a métrica na forma
senh?(%)di? 4 do2. Resolvendo um sistema analogo a (f) (com coth ao invés de t. e,
portanto, trocando os papeis de A e B), obtemos que

x(i,7) = cosh ¥ ¢y + senh 0 B(if),
onde ¢; € R é constante e B ¢ uma fungio vetorial em IR3. Teremos neste caso que
xgir(11,7) = — senh ¥ cosh ¥ x5(il, 7) 4 (senh??) (L (x(iI, 7)) + x(i1, 7)),
donde segue que

B"(i) + B(i)

L (x(@2)) = senh ¥

Aplicar V,_ e re-substituir a expressdo para L. (x(i1,7)) implica entdo que
(B"(i) + B(wr))" = ¢(u) (B" () + B(i)),

onde (1) = ¢(E;) senh v, que de fato ndo depende de v. Tal expressdo pode ser inte-
grada para B” (i) + B(it) = ¥(ii)c2, onde ¥ > 0 e c; € R] é constante. Assim, obtemos

mn u
B(u1) = cosiics +seniicy + <senv7/ Y (t) costdt — cos ﬁ/ Y (t) sentdt) 2,
0 0

onde c3 e ¢4 sdo outras constantes de integracdo. Chamamos de (i) o coeficiente de ¢;
(que satisfaz " + ¢ =¥ > 0), e assim

x(11,7) = cosh ey + ¢ (i) senh ¥ cy 4 cos il senh ¥ ¢3 + sen i senh ¥ ¢y.
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Como feito antes, pode-se mostrar que ¢y, 3, c3 e ¢4 sdo a dois ortogonais, com ¢; uni-
tario de tipo tempo, c3 e c4 unitérios de tipo espago, e ¢, de tipo luz. Assim podemos
supor que ¢; = (0,0,0,1,0), ¢ = (1,0,0,0,1), ¢3 = (0,0,1,0,0) e cs» = (0,1,0,0,0).
Renomeando (i,7) — (u,v), recuperamos o caso (ii) do Teorema 3.3.4:

x(u,v) = (¢(u) senhv,sen usenh v, cos u senh v, coshv, {(u) senhv), em ]H‘ll.

(b2) Quando 7y é ndo-constante. Imitamos o inicio do caso (az), essencialmente aplicando que
¢ = —1 e trocando tanh por coth:

x(i,v) = coshv A(#f) + senh v <c1 + /Oﬁcoth(fy(t))A’(t) dt) ,

onde ¢; € ]Rg é constante e A é uma fungdo vetorial em ]Rg. Notando que desta vez
temos (A’ (i), A'(if)) = senh?(7y(i)), chamamos s um parametro de arco para A, colo-

camos A = Aoiler(s) = coth(y(#(s))), de modo que a métrica se expressa na forma
(coshv + r(s) senh v)?ds® 4 do”.

Em vista desta expressdo, o resto do argumento feito em (a) se aplica diretamente e
reobtemos o caso (v) do Teorema 3.3.4, com a diferenca de que o médulo da curvatura
geodésica de i agora satisfaz |xg,| > 1.

Suponha que ¢ = —1e |p(u)| = |q(u)|. Fazendo o = —v e renomeando ¥ — v se necessério,
podemos supor que p(u) = q(u). Nestas condicdes, temos

M) = p(u) coshv + p(u) senhv = p(u)e?,
de modo que se i é uma primitiva de p, entdo e***?)du? 4 dv? = 2°di? + dv?. Os Gnicos

Simbolos de Christoffel ndo nulos sdo ng =lel%Z, = —e%?, e temos

eZ/\(u,v)

1
2H<au,au) = W

p(u)
donde a Proposicdo 1.2.34 (p. 33) nos da

11(97,0;) = II(E, E;) = e* L,

Xaa(7,0) = —€x, (,0) + ¢ (L (x(7,0)) + x(7,0)),
X (1,0) = xz(U,v) e

Xoo (U, 0) = x(U, ).

As duas ultimas equagdes nos dao diretamente que x (i, v) = e’ A (i) + senh v ¢1, onde temos
quecy € ]Rg constante e A é uma fungao vetorial em ]Rg’. Substituindo na expressdo para x;;,
conseguimos isolar Ly (x(i1,v)) = e ?(A” (&) + ¢1). Visto que

Auo)

Ve L. = "¢(E1) Ly (x(i,0)) = p(Er) (A" (i) + c1),

1 —
pG) Vb =y

segue que A" (1) = () (A" (&) + ¢1), onde P(i1) = e“¢(E;) de fato independe de v. Re-
parametrizando, podemos supor que & estd definida em um intervalo contendo a origem.
Tratamos dois taltimos casos:

ﬁaﬁ L+ —

(c1) Quando ¢ = 0. Diretamente temos que A(it) = ¢, + iic3 + 12¢cy, onde ¢y, 3, ¢4 € ]Rg sdo
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novas constantes de integracdo. Entado:
x(if,v) = senhv ey + e¥cy + tie’cs + ii2e’cy.

Afirmacdo. Nas condigoes acima, os produtos entre as constantes de integragdo sio dados por

0 1 0 0
1 -1 0 -1/2
4
(<Ci/ Cj>)i,j:1 = 0 0 1 0
0 -1/2 0 0

Justificativa: Calculamos diretamente x(0,0) = ¢y, x;(0,0) = ¢3 e x5(0,0) = ¢1 + ¢2. Como x possui
norma constante e é ortogonal as suas derivadas, temos
(e, 00) =—1, (e2,e3)=0 e {c1,¢0) =1

Ainda, como a métrica em (0, 0) é Euclideana, segue que

(cz,e3) =1, (c1,e3) =0 e (cy,¢1)=0.

Resta descobrirmos os produtos envolvendo ¢4. Para tal, usaremos forga bruta: ambos os pontos
x(1,0) = cp + c3+ ¢4 e x(—1,0) = ¢z — c3 + ¢4 pertencem a ]H‘%, donde segue que {c3,c4) = 0. Com
isto, a condigdo (x(i7,0),x(i,0)) = —1 lé-se como

2 (cg,¢4) +2{c2,c4) +1=0,

para todo i # 0. Derivando, segue que (c4, c4) = 0 e, portanto (cp, ¢4) = —1/2. Usando que x,(1,0) é
de tipo espaco e unitario, segue que {(c1,c4) = 0. ]

Portanto, aplicando uma isometria de H} podemos supor que ¢; = (0,0,—2,—2,0),
c=1(-1/2,0,1,3/2,0),¢3 = (0,1,0,0,0) e c4 = (1,0,0,0,1), de modo que renomeando
1 — u obtemos o caso (iii) do Teorema 3.3.4:

e’ e _
x(u,v) = (uze” — E,uev,e U'E +e77, uzev> , em IH‘{.

(c2) Quando ¥ # 0. Neste caso integramos A" (1) = (u)(A” (i) + ¢1) para A”(1) =

¥ (il)c; — c1, onde ¢ € R3 é mais uma constante de integracdo, e assim resolvemos

para
N @ i}
A(n) = —701 + (/0 /0 Y(tp)dt, dt1> Ccy +uUcz + ¢y,

onde ¢3,¢4 € ]Rg sdo as tltimas constantes de integracdo que utilizaremos. Chamando
de &(i1) o coeficiente de ¢, na expressdo acima, temos que &’ # 0 e

u%e’
x(i,v) = (—2 + senh v) c1+G(u)e’cy + e’ c3 + e%cy.

Afirmagdo. Nas condigoes acima, os produtos entre as constantes de integragdo sio dados por

00 0 1

4 000 O
(<Ci,Cj>)j,j:1 = 001 0
1 0 0 -1

Justificativa: De modo anédlogo ao anterior, temos x(0,0) = ¢4, x;(0,0) = ¢3 e x5(0,0) = ¢1 + ¢4. Como
x possui norma constante e é ortogonal as suas derivadas, temos

(cg,cq) =—1, (ca,c3) =0 e (egc7)=1.
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Utilizando que a métrica em (0,0) é Euclideana, vem que
(e, e3) =1, (c1,¢3)=0 e (c1,¢1)=0.

Faltam os produtos envolvendo ¢;. Nesta etapa, a condigdo ¢”(0) # 0 sera essencial, uma vez que
x77(0,0) = —¢1 + &(0)cp. Derivando a igualdade (x;(if,v),x;(if,v)) = €** em relacdo a u, temos
(x77(0,0),x7(0,0)) = 0, e assim (cp, ¢3) = 0. Prosseguindo, derivamos a igualdade (x(i, v), x(i,v)) =
—1 em relagdo a i, obtendo e + (x(i1,v), x;7 (i1, v)) = 0. Avaliando tal expressdo em (0,0), segue que
(€2, ¢4) = 0. Em seguida, derivando (x;; (i, v), x,(if,v)) = 0 em relagdo a if e avaliando em (0,0), segue
que {(c1,¢2) = 0. Com isto, a condigido (x(#,0), x(i,0)) = —1 simplifica-se para &(if)? (cy, c;) = 0 para
todo i, donde (cy, ¢) = 0, como desejado.

Deste modo, podemos aplicar uma isometria de ]H‘l1 e supor que ¢; = (1,0,0,0,1), c; =
(0,1,0,1,0), 3 = (0,0,1,0,0) e ¢4 = (0,0,0,0,—1), de modo que renomear i — u nos
recupera o caso (iv) do Teorema 3.3.4:

u2e? u2e?

—, &(u)e”, ue’,&(u)e’,senh v — —— — ev> , em Hj.

— ho —
x(u,v) <sen v >
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Capitulo 4

Superficies marginalmente aprisionadas
em I* e invariantes por impulsos

Neste capitulo, estudaremos ums certa classe de superficies w-marginalmente aprisionadas em
IL*, satisfazendo uma condigdo adicional de simetria. Na Secdo 4.1, definimos o grupo de impul-
sos que consideraremos, apresentando uma classificagdo enunciada em [27], a fim de motivar
o que se segue. Entdo, seguindo Haesen e Ortega em [39], registraremos na Secdo 4.2 expres-
sOes para as curvaturas de superficies de tipo espaco em L* (aplicando o que foi discutido no
Capitulo 1), apresentamos uma representacdo integral para esta classe de superficies na Se¢ao
4.3, e listamos uma quantidade razodvel de coroldrios na Se¢do 4.4. A relevancia da técnica que
apresentaremos aqui consiste na sua aplicabilidade em outros modelos de espaco-tempo, para
grupos de isometrias adequados.

4.1 Impulsos de Lorentz

Iniciamos a discussdo apresentando o tipo de simetrias que consideraremos no que se segue:

Defini¢do 4.1.1 (Impulso de Lorentz). Um impulso de Lorentz na direcdo de um vetor unitdrio

v € R""! é uma transformagao de Lorentz A € OTT(n,]R) que fixe ponto a ponto o subespaco
L n—1
v- CR" .

Observacgdo. Na definicdo acima, identificamos v com (v,0) mediante a decomposicdo usual
L" = R""! x R;. Por exemplo, um impulso de Lorentz na diregéo de e; € R? fixa ponto a ponto
o eixo y em IL2.

E sabida a seguinte classificagdo, discutida em [27]:

Teorema 4.1.2. Sejam v € R"~! unitirioe A € OfT(n,IR) um impulso de Lorentz na diregio de v.
Entdo existe y > 1 tal que

RO
Id,_1 + (y —1)vo’ :
[A]can = B("‘L’Y) = ! (’)’ )

7

_vl’l—l _1_’_,-),2
—Ul‘/—1+')/2 _vnfl,/_1+r),2. 0%

onde can = (e, ..., ey) denota a base candnica de " ev = Y _|' | v'e;.

Como uma consequéncia deste fato, temos o:

81



82 SUPERFICIES MARGINALMENTE APRISIONADAS EM L4 E INVARIANTES POR IMPULSOS 4.1

Coroldrio 4.1.3. Se A € OTT (4,R) é um impulso de Lorentz na direcio de e3, existe 0 € R tal que

Id, ‘ 0

- — h
[Alcan = By = coshf senhg | =192 Re
senhf cosh6
Demonstragdo: O Teorema 4.1.2 acima nos déd v > 1 tal que
10 0 0
01 0 0
00 % - =142
0 0 —y/—1+192 0%
Como v > 1, basta tomar 6 € R« tal que y = cosh(—6) = cosh#. O

Isto justifica focarmos nossa atengéo no grupo de impulsos Jmp = {By € OTT(4, R) | 6 € R}.
Observe ainda que a aplicagdo R > 0 — By € Jmp é um isomorfismo de grupos de Lie.

Definigdo 4.1.4. Um subconjunto S C IL* é dito invariante por impulsos se By[S] = S, para todo
impulso de Lorentz By € Jmp.

Exemplo 4.1.5. As regides

R+i{(x/ylzlw)€]ll4| ’w|> ’Z‘, ew>0} e
R_={(x,y,z,w) € L*||w| > |z|, ew < 0}

sdo invariantes por impulsos. Note que se Rl denota rotagdo hiperbélica por 6 (como no enunci-
ado do Coroldrio 4.1.3 acima), entdo R# age no plano zw preservando ramos de hipérboles, com
“magnitude” 0/2, conforme a situagdo abaixo:

Rg(z,w))/ Aw

Fe /
Rl (z2,w3)

e

(z2,w2) (z,w)

0/2

~
)
~
]
~
~
N
N
N
B "
s ~
& ~
'
o
s
s
s
re
>4
P

S

() (b)

Figura 4.1: A agdo de Rg em 1.2,

A concluséo torna-se clara tendo em mente que o fator R? em I = R? x IL? ¢ invariante por
Jmp, e analisando os zw-cortes R7" e R*™ de R e R _, respectivamente:



4.2
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Figura 4.2: Cortes de regides invariantes por impulsos.

4.2 O aparato para uma superficie invariante

Lema 4.2.1. Seja Mzé L uma superficie de tipo espago, invariante por impulsos. Entio M estd contida
em algum dos fechos R4 ou R_.

Demonstra¢do: Sendo M invariante por impulsos, o zw-corte de M estd contido em uma das
quatro regides delimitadas pelos raios de luz w = z e w = —z no plano de Lorentz zw. Como M
é de tipo espaco, concluimos que M C R ouM C R_. O

Observacao. Em [39], os autores afirmam erroneamente que M C R, ou M C R_. Ha um
contra-exemplo simples: R? x {(0,0)} C IL* é uma superficie de tipo espaco e invariante por
impulsos. Para evitar situagdes extremas como esta, e como R_ é a imagem de R, por uma
transformagao de Poincaré de IL*, podemos restringir nossa atengéo apenas a superficies contidas
em R ..

O préximo resultado é de verificagdo imediata:
Lema 4.2.2. O conjunto dos pontos fixos da agdo de Jmp em I* é {(x,y,0,0) € L* | x,y € R}.
Com este resultado, podemos provar a:

Proposicio 4.2.3. Seja M? C 1.* uma superficie de tipo espago conexa e invariante por impulsos, contida
em R. Entdo M admite uma parametrizacio x: I x R — X, = x[I x R] C M da forma

x(s,0) = By(a(s)) = (xa(5),ya(s), wy(s) senh 6, wy(s) cosh 6),
para algum intervalo aberto I C IR, onde
&= (X0, Yo, 0,w05): T = (e3) 1 = {(x,y,0,w) € L* | w > 0}
é uma certa geratriz, e a imagem Y., é um aberto denso de M. Em particular, & deve ser de tipo espago.

Observacao. Reparametrizando se necessario, podemos supor que « possui velocidade cons-
tante, (&/(s),&'(s)); = ¢ > 0. Sendo este o caso, diremos que x é a parametrizacdo padrio de M.
A demonstracado deste resultado é omitida em [39], entdo a apresentamos a seguir.

Demonstrac¢ao: Iniciamos o argumento com a:

Afirmagdo. Para cada p € M existe um iinico §(p) € R tal que By(,)(p) € MN (e3 )+ (de modo que,
em particular, M N (egf)Jr # @). Ainda, esta associagio 0: M — R é suave.
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Justificativa: Note que dados (x,y,z,w) € L*ef € R, tem-se
By(x,y,z,w) = (x,y,zcoshf + wsenh6,zsenh 6 + wsenh 6).

Sep = (x,y,z,w) € M C Ry, entdo a equagdo zcoshf + wsenh @ = 0 possui uma tnica solucgdo #(p) € R em
vista da condigdo |w| > |z|, a saber, (p) = arctanh(—z/w). E finalmente, temos que:

zsenh 6(p) + wcosh(p) = cosh8(p) (ztanh 6(p) + w)

= cosh 0(p) (—; +w)

_ cosh6(p) (@?—22) >0
w 7

usando que w > 0 juntamente com |w| > |z|.
|

Assim, afirmo que M N (e3 )+ € conexo. Com efeito, pela afirmagdo acima temos que a apli-
cagdo f: M — I* definida por f(p) = By, (p) é continua. E fécil ver que a imagem de f é

precisamente a interse¢do M N (e §)+, que é entao conexa por caminhos (em particular, conexa).

Afirmagdo. A intersegio M N (e )+ é uma variedade diferencidvel de dimensdo 1.

Justificativa: Pelo feito acima, M N (e§)+ é identificada com o espago de 6rbitas M/Jmp. Sendo Jmp um grupo
de Lie de dimenséo 1 que age essencialmente nas duas tltimas componentes de I.#, basta mostrar que a agao do

grupo de Lie O;FT (2,R) em R3Y é suave, prépria e livre, uma vez que M C Ry e o mesmo valera para a agio sobre
M. Isto garantird que M /Jmp é uma variedade diferenciavel, com dim(M/Jmp) = dim M —dimJmp =2—-1=1.
Lembrando que Jmp = OTT(Z, R) = R como grupos de Lie, podemos estudar apenas a agdo de R em RZY,
definida por 6 - (z,w) = R’; (z,w), que claramente é suave e livre (pelo Lema 4.2.2 acima).
Resta ver que esta acdo é propria, ou seja, que dadas sequéncias ((zn, wn))n>0 em R3¥ e (8,)n>0 em R tais
que ((zun, Wn))n>0 € (RZH (zn, wn))n>0 ambas convirjam (em RZ¥), entdo (6,),>0 admite uma subsequéncia con-
vergente!. Com efeito, como somas e produtos de sequéncias limitadas continuam limitadas, segue que

((w2 —z ) senh 6,),>0

¢ limitada. Visto que o limite de ((zu, wy))n>0 é um elemento de RZ", temos que (w2 — z2),,> fica eventualmente
limitada longe de zero, donde podemos concluir que (senh 6;),>( € limitada. Assim (6;;),>0 também ¢é limitada
e portanto admite uma subsequéncia convergente, como desejado. |

Concluimos entdo que M N (e5 )+ ¢ difeomorfa ao circulo S! ou a reta R, conforme a inter-
secdo M N (egf)Jr seja compacta ou nao, respectivamente. Podemos tomar uma parametrizagdo
global @ = (xy,Ya,0,wy): I — M (e3)+,onde I C R é um intervalo aberto ou fechado, depen-
dendo do caso. Se M N (e5 )+ é difeomorfa ao circulo, troque I pelo seu interior. Assim, definimos
a parametrizagao

x: IXxXR—%, =x[[xR]C M

por x(s,0) = By(a(s)), como proposto no enunciado. Se M N (e3 )+ é difeomorfa a R, £, = M,
enquanto que se M N (e3 )+ é difeomorfa a S!, ¥, é um aberto (préprio) e denso? de M. O

Aplicando a Proposicdo 1.2.29 (p. 31) e o Corolario 1.2.25 (p. 30), obtemos o:

Lema 4.2.4. Sejam M? C IL* uma superficie de tipo espago e x: U C R? — x[U] C M uma parametri-
zagio de M. Suponha que (N3, Ny) é um referencial ortonormal local e normal a imagem de x, com N3 de

2E um resultado geral que se G é um grupo de Lie conexo agindo de forma suave e prépria numa variedade
diferencidvel conexa M, entdo a unido das érbitas principais da agdo é um aberto denso de M. Veja [28].
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tipo tempo. Utilizando a notagdo cldssica da teoria de superficies,
E = <xs/xs>1/ F = <xS/x9>1/ G= <x9/x9>1/
ex = (Xss, Nk)1,  fr = (%0, Nk)1, 8k = (X600, Ni)y,
valem que:
. Egx — 2F fi + Gey
(i) tr (An,) = e ,para k = 3,4.
—det(A A - 2 12
(ii) Kox = det(An,) + det(Aw,) _ %83 tegitfs — fi , onde K denota a curvatura Gaus-
det(x* (-,-);) EG —F?
siana de M.

Mantendo a notagdo acima, também é conveniente registrarmos como os objetos se expres-

sam em termos de um referencial de Penrose. Seguindo [39], tomamos a constante de normali-
zagdo sendo —1, definindo:

N;+ N N; — N
L+i3+4eL;34

V2 V2
de acordo com a seguinte ilustragdo:
N
S \L, i 3 P .
N s L+

AL
(TpM)
Figura 4.3: Construcdo de um referencial de Penrose a partir de um referencial ortonormal.

Em termos deste novo referencial, temos:

Lema 4.2.5. Sejam M? C IL* uma superficie de tipo espaco e x: U C R? — x[U] C M uma parame-

trizagiio de M. Suponha que (L., L_) é um referencial de Penrose (—1)-normalizado, construido como
acima. Utilizando a notagdo cldssica da teoria de superficies,

er = (%5, L)y, fr = (%0, Ly)1, &+ = (X0, Li)y,
e = <x55z L—>1/ f— = <x59/ L—>1/ 8- = <x9€/L—>]/
valem que:

) Eg+ —2Ff+ + Ge
(i) tr (AL,) = =55 EGIiFZ =

2 _ —e g +2fif —eig
(ii) Kox = C_ |2 .

Concluimos esta segdo aplicando isto tudo para obter a:

Proposicio 4.2.6. Sejam M?* C I* uma superficie de tipo espaco conexa e invariante por impulsos,
contida em R, e x a sua parametrizagdo padrdo. Entdo:
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(i) A métrica de I* induzida em M fica expressa em coordenadas apenas por ¢® ds® + (wy)>d6?;
(ii) Um referencial ortonormal tangente ao longo da imagem X, é dado por

;187x 1 ox

Ei(x(s,0)) = ~ s (s,0) e Ex(x(s,0)) = mﬁ(sﬁ).

(iii) Um referencial ortonormal normal ao longo da imagem X, é dado por

- 1 Pl 2 /\2 2 /\2
Nzox = C\/TW (X104, Yoy, (senh 0)(c* + (wy,)?), (cosh 6) (c* + (w,)?)))
1
N Oxii //_x/IOIO 7
! 2+ (w})? (Vs =0,0,0)

omitindo alguns pontos de aplicagio. Tem-se N3 de tipo tempo e futuro-dirigido, e N4 de tipo espago.

(iv) Os coeficientes da Sequnda Forma Fundamental sio dados por:

—cw'" —w C2+ w!)?
3=, f3=0, g3=— (wa)®)
cz+ (wy,) ¢

7 7 S 2= 0.

&+ (@l )?

(v) O vetor curvatura média e curvatura Gaussiana de ¥, sdo dados por:

Hox = C2+(w‘/")2+waw:"/ Nzox+ _x;y:"/—’_x‘/"/y; Njox e
20w, 2

2 (w2 202,/ 1 (w))

4.3 Representacdo de Haesen-Ortega

Neste ponto, estamos de posse de quase todas as ferramentas necessarias para obter uma repre-
sentagdo para superficies invariantes por impulsos que sejam w-marginalmente aprisionadas.
Comegamos com o seguinte lema técnico:

Lema 4.3.1. Sejam I C R um intervalo aberto e p: I — R uma fungio suave. Entdo existem fungoes
e: I — {—1,0,1} tais que o produto ep ainda seja suave, e €(s) # 0 para todo s € I tal que p(s) # 0.

N VAN AN
N a

@p (b) ep

Figura 4.4: Esboco (ruim) da agdo de uma fungdo “interruptora” e.

Demonstrac¢do: Suponha que C seja uma componente conexa do interior de p~1[0], e so € 9C.
Pela continuidade de p, existe 6 > 0 tal que

(i) se C’ é outra componente conexa do interior de p~1[0], entdo Jsp — 6,50 + [N C' = T ¢;
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(ii) ]so — 9,50 + 6] N C é conexo.

Com isto, podemos definir e: |sy — J,s0 +6[UC — {—1,0,1} tal que
(i) ses € C,entdo e(s) = 0;
(ii) € é constante eigualalou —1em |sp —J,50 + [\ Ce;

(ili) ep é suave em C U |sp — ,509 + .

A suavidade de p nos permite fazer esta constru¢do mesmo quando p se anula em outros pontos
de |so — 9,50 + J], e e pode ser estendida para todo o intervalo I de modo que ep continue suave.
]

Observagdo. Na proxima se¢do, veremos como “colar” superficies w-marginalmente aprisio-
nadas em .4, de modo que a superficie resultante também o seja. A utilidade deste lema na
realizagdo de tal colagem consiste em alterar de forma suave o sinal de uma dada funcéo p, em
cada componente conexa de R \ p~![0].

Teorema 4.3.2 (Haesen-Ortega). Dados ¢ > 0 e uma fungdo suave e positiva w,: I — R, definimos

P - C2+ (w:&c)z+wﬁéw:&c/
114 W, .

Escolhendo uma fungio e como no Lema 4.3.1 acima, definimos

ca) = [ SO

&+ w, (5)?

X (S) :/msen(ga(s)) ds e
Ya(s) I/mcos(éa(s)) ds.

Entdo a curva &« = (x4, Y, 0,Wy) € de tipo espago, possui velocidade constante e igual a c, e é geratriz
de uma superficie de tipo espaco ¥, invariante por impulsos, contida em R, com vetor curvatura média
dado por

H(x(5,60) = — ) (CNy(x(s,0)) + e(s)Na(x(s,6)),

2cy/c? + wh(s)?
onde x é a parametrizagdo padrio de X, e N3 e Ny sdo definidos como na Proposigio 4.2.6 (p. 85). Além
disto:

(i) Ly é marginalmente aprisionada nos pontos onde py, # 0, e H é futuro-dirigido se e somente se
Pa <0;

(ii) X, é critica precisamente nos pontos onde p, = 0;

(iii) dada outra curva de tipo espaco B = (xg,yg, 0, wg) com velocidade constante e igual a c e wg = w,,
para cada componente conexa C de R \ p, (0] existe uma transformacdo de Poincaré que leva ¥

em g, .

Blc

alc

Reciprocamente, toda superficie de tipo espago conexa, invariante por impulsos e contida em R, que seja
w-marginalmente aprisionada em 1% admite um subconjunto aberto e denso da forma %, construido
como acima, a partir de alguma curva de tipo espaco a: I — (e5 ).



88 SUPERFICIES MARGINALMENTE APRISIONADAS EM L4 E INVARIANTES POR IMPULSOS 4.3

Demonstragdo: Dados py, G, Xu € Yo definidos como acima, é facil ver que « é de tipo espago e
com velocidade constante c. Calculamos

"(s) = Wy (8)wy (s) sen &y (s) + ce(s)pu(s) cos Gu(s)
N 2 + ' (s)2

Y/ (s) = Wy (5)wy (s) cos Ga(s) — ce(s)pa(s) sen Cu(s)
" 2+ w! (s)2 ’

X

de modo que a expressdo para H agora segue do item (v) da Proposigdo 4.2.6 (p. 85). De posse
desta expressdo, os itens (i) e (ii) sdo triviais.

Para o item (iii), considere outra geratriz § como no enunciado. Claramente « e  determinam
a mesma fungdo p = p, = pg. Trabalhemos entdo em uma componente conexa C de R \ p~1[0].
Sendo ¢, e &g as fungdes angulo associadas & « e B, tem-se §;, = (56;6, onded € {—1,1} é uma
constante conveniente, que depende das fungdes interruptoras e associadas a « e B (tais fun-
¢Oes sdo constantes em C). Assim, {y = 6Gg + Co, onde Gp € uma certa constante de integracao.
Observando que sen(d¢g) = dseng e cos(d&g) = cos {g, podemos calcular:

(1) = verer (F)
B ; dsengcos o+ coslgsendy
v ¢+ (wp)? <cos g gos &o — dsen Cﬁ sen §0>
_ ; cosly seng dsen¢
v ¢+ (wﬁ)Z <—sen%o cos gﬁ) < cos Cﬁﬁ>
_ ; cos§op sengp) (6 0Y) (senlg
v ¢+ (wﬁ)z (—senc;‘o cosé()) (O 1) (cosé‘,;)
[ cos¢y sengp) (0 O xfg
~ \—sen¢; cos&/ \0 1 y;z !

x;g (6 0\ [cosGyp —senlo\ [xi
yg) \0 1) \sengyp cos{y v’
<xﬁ> B ((5 O> <cos & —sen c_f()) <x,,¢> n <x0>
yg) \0 1) \sengy cosdp Ya Yo

para certas constantes de integragdo xo,yo € R. Isto nos diz que a transformagdo de Poincaré
F € E1(4,R) definida por

de modo que

e portanto

6 0 0O cos¢g —senép 0 O X X
.10 1 00 sen¢gp cos¢y 0 O y Yo
Foryzw©) =14 9 1 0| | o o 1o0]|z]|T|o
0 0 01 0 0 01 w 0
leva a|c em B|c, e logo X, em Xg;...

Agora, provemos a reciproca: pela Proposicdo 4.2.3 (p. 83), podemos supor de partida que a
superficie dada ¢ da forma ¥, para alguma & = (xa,yg,0,ws): I — (e3) de tipo espago e com
velocidade constante c. Da condigdo (x,)% + (v4)* = ¢ + (w))?, temos que

X, = \Je 4 (w)2sends e v, = /@ + (w)2cosE
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para uma certa fun¢do angulo ¢,, de modo que x, e y, podem ser recuperados a partir de w, e
¢x. Como L, é w-marginalmente aprisionada, vale (H, H); = 0, que é equivalente a

—XuYa + XaYa
2c2/c% 4 (w) )?

¢+ (wh)? + wyw!!
2cwy /% + (wh)?

Entdo analisamos dois casos:
e >, é marginalmente aprisionada em algum ponto: em alguma vizinhanca do tal ponto,

vale que
—x' " 4 ¥y
0 :£< ayac m)

para algum € € {—1,1}. Pelo Lema 4.3.1 (p. 86) existe uma funcio (que também chamare-
mos de ¢€) assumindo apenas valores em {—1,0, 1}, tal que a identidade em destaque acima
valeem X,.

* >, écritica: podemos tomar p, = ¢ = 0.
Substituindo as expressdes para x|, e yl,, obtemos finalmente

- €CP
T ()

como desejado. O

Explorando este resultado, obtemos exemplos:

Exemplo 4.3.3. O Exemplo 2.1.8 (p. 40) é produzido pelo Teorema 4.3.2 acima, com p, = —3/2,
c=1le=1,w,(s) =1+ s2/4, e tomando todas as constantes de integracdo nulas. Desta vez é
claro que

3 2
H= ———=-L, e K=—-———.
V2va+s 4+42
Exemplo 4.3.4. Dados ¢ > 0, ¢ = —1 e w,(s) = ccoshs, o Teorema 4.3.2 nos fornece a geratriz

a: R — L* dada por
«(s) = (2clog(coshs),4carctan(tanh(s/2)) — csenhs, 0, c coshs),

de uma superficie X, de tipo espaco, invariante por impulsos, contida em R, e marginalmente
aprisionada, com

Exemplo 4.3.5. Para 0 < s < 71, consideramos w,(s) = sens e ¢ = 1. Aplicando o Teorema 4.3.2
temos que a superficie ©, obtida é w-marginalmente aprisionada, com p,(s) = —2cos?s/ sens <

0. Temos que
) 2
- Y2cos’s L, e K=1.
sensyv/1+ cos?s

Note que p,(77/2) = 0.

Corolario 4.3.6. Seja M? C 1.* uma superficie de tipo espago, invariante por impulsos, contida em R ;. e
critica. Entdo M admite um subconjunto aberto e denso da forma %, onde « é uma geratriz com velocidade
unitdria e dada por

w(s) = (marctan (S’;(S‘;z) sen &) + Xo, /a7 arctan (?;’;) cos & + 10,0, f(s)> ,
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para f(s) = \/a1 — (s + ay)? e certas constantes de integracio ay,az, &o, X0, Yo € R, com a; > 0. Em
particular, M estd contida em um hiperplano de tipo tempo (ou seja, em um 1.3 totalmente geodésico).

Demonstragdo: A existéncia de tal X, estd garantida pelo Teorema 4.3.2, de modo que s6 resta
vermos que « (que podemos supor com velocidade unitdria) tem a forma desejada, e que X, (e
portanto M) estd contida em um hiperplano de tipo tempo. Sendo M critica, temos que p, = 0, e
assim a funcdo w, deve satisfazer a equagdo diferencial

1+ (w)? + wewl =0,

cuja solugao positiva é wy(s) = f(s) = \/a; — (s +a2)2, onde a1,a, € R com a; > 0. E também
facil ver que a funcdo angulo é constante: {,(s) = o para todo s, com ¢y € R. Deste modo,
obtemos:

s+a

f(s)2> seno+xp e

s+a

ya(S) = /}/(ECOsgo ds = \/Earctan < f(5)2> COSCO +y0'

Xu(s) = /}/(g sen§pds = /a; arctan <

para certas constantes de integragao xp, yo € IR. O resto da conclusao segue agora de duas obser-
vacgoes:

(i) se x é a parametrizagdo padrao associada a «, tem-se
Ny(x(s,0)) = (cos &y, —sen &, 0,0)
constante, de modo que Ay, = 0;

(ii) otrago de « estd contido no 2-plano Lorentziano afim
IT = (x0,40,0,0) + {(x,y,z,w) € L*|z=0excos& = ysendp},

e as Orbitas dos pontos de & sob a acdo de Jmp sdo ortogonais a I1.

4.4 Colando superficies Jmp-invariantes e outras consequéncias

Neste ponto, apresentamos mais uma “fdbrica” de superficies w-marginalmente aprisionadas.
Para complementar o Lema 4.3.1 (p. 86), comecamos com o:

Lema 4.4.1 (“"Bumps”). Sejam p1, p2, 41,92 € RU {—00,+00} com p1 < q1 < pa2 < qa, e defina

d = min{q1 — p1,pa — 41,92 = p2}/4
Entdo existem fungdes suaves 1, ¥z, ¥ |p1,q2] — [0,1] tais que:
(i) Y1(s) = 1paras € |p1,q1 —d[, e Y1(s) =0 paras > qy;
(ii) P(s) = Lparas € [q1,pa), e P(s) =0paras > py+dous < g1 — d;
(iii) Pp(s) =1paras € [pr+d,qz2[ e Pa(s) = 0paras < p,.

Observacio.

* Note que como p2,41 € R, tem-se p» — q1 € R, e assim d € RR. Entdo de fato ndo ha
complicagdes nos casos em que p; = —© e/ou qp = +0.
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* Quando py, 92 € R, temos a seguinte situacao:

¥ ¥ P2

]‘ o .I I. ’ | - |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |

0 ¢ ® * ¢ >
P1 1 p2 q2

Figura 4.5: Fungoes solavanco.
Ja quando p; = —oo ou g = +o0, 0s gréficos de §; e Y3 apenas continuam até os respecti-

vos infinitos.

Demonstra¢do: Basta fazer uma mudanca de parametros adequada (digamos, afim) na funcéo
“bump” usual ¥, cuja construgdo recordamos brevemente, em passos:

(1) f: R — R dada por f(s) = e~/ paras > 0e f(s) = 0 paras < 0 é suave;

(2) f: R — Rdada por f(s) = f(s)/(f(s) + f(1 —s)) é suave, e satisfaz f(s) = O paras < Oe

f(s) =1paras > 1;

(3) ¥: R — R dada por ¥(s) = f(s+2)f(2 —s) é suave, e satisfaz (s) = 1 para |s| < 1le
P(s) = 0 para |s| > 2.

O]

Teorema 4.4.2. Sejam E um conjunto enumerdvel, { I } xep uma familia de intervalos abertos limitados
dareta, e {ay: I — (e3)+ }kep uma familia de curvas de tipo espago com velocidade unitdria tal que para
cada k € E, X, seja uma superficie de tipo espago invariante por impulsos, w-marginalmente aprisionada.
Entdo existe uma superficie w-marginalmente aprisionada da forma ¥.g tal que para cada k € E existem
um subconjunto aberto Cy do dominio de B e uma transformagio de Poincaré F de 1.* que leva ¥, em

Z'I'3'|ck‘

Demonstra¢ao: Vamos descrever a colagem de duas superficies, sendo que a generalizagdo para
uma quantidade enumeravel ndo oferece dificuldades.

Consideremos duas curvas de tipo espago e com velocidade unitdria a1: |p1,q1[ — (e3)+ e
a2: |p2,q2] — (e3 )+, cujas superficies invariantes associadas X,, e £,, sejam w-marginalmente
aprisionadas. Reparametrizando tais geratrizes se necessario, podemos supor que

—o0o < p1 <1 < p2<g2 < +oo.

. 2d— . 2.
Sendo d como no Lema 4.4.1 acima, ponha m; = Psz emy = %‘iql. Aplicando o Corolario

4.3.6 (p. 89), consideramos a curva a: |q; —d, p2 + d[ — (e3 )+ geratriz de uma superficie critica

e invariante Xz, com wg(s) = \/m% —(s+my)?2edy=0.
Tomando 1, {2, ¥ como no Lema 4.4.1, definimos

Wg = P1Wa, + ¥ Wi + Prta,,

que claramente é suave e positiva. Além disto, temos

wﬁ}]mlfh—d[ = Wars wﬁ’]ﬂlrm[ =W € wﬁ{]r’frdﬂz[ = W
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e, consequentemente:

O8lipygr—ar = Parr P8l =0 € P8l = o

Para construir a curva f utilizando o Teorema 4.3.2 (p. 87) s6 precisamos de mais um dado: a
funcao angulo §g. Para tal, sejam &, e €4, as fungdes interruptoras associadas a «; e a2, e ponha

€n,(8), ses € |p1,qi]
ep(s) =10, ses € ]q1,pa)
€, (5), ses € |paqo].

Como esperado, tem-se ¢gpg suave. Sendo

ep(s)pp(s) d

Cﬁ(s) = HTW

7

a superficie g gerada é w-marginalmente aprisionada. Em vista das observagdes sobre as restri-
coes de wpg e pg, o item (iii) do Teorema 4.3.2 nos da transformagdes de Poincaré que levam X,

em Zﬁl eX,, em Zﬁl , como desejado.

p1m—d] Jpa—dan|

parte critica
correspondente a &

w\q
\/\J’wﬁ

; )

e (eé_)Jr

Figura 4.6: Colagem de geratrizes de superficies w-marginalmente aprisionadas.

[ustremos a construgdo descrita acima com um:

Exemplo 4.4.3. Pode-se considerar a1: |—0c0, —1[ — (e5)+ e aa: |1, +0o[ — (e3 )4, dadas por

aq(s) = —3\/1—|—52 —S\/l—|—sz+2arcsenhs,0,1—|—sz)

wy(s) = (3v/1+52,—sy/1+ 524 2arcsenhs, 0,1+ s?).

Acurvaa: |—2,2[ — (e3)+ que realizard a colagem ¢ dada por

«(s) = (0,2arcsen(s/2),0, V4 — s?),



4.4 COLANDO SUPERFICIES Jmp-INVARIANTES E OUTRAS CONSEQUENCIAS 93

que é geratriz de uma superficie critica 2. De fato temos

65 +3

152 <0 e pz=0.

Pui ($) = Py (s) =
Tomamos &,, = €,, = 1 para realizar a colagem. Concluimos com duas observagdes:

* Tomamos ¢,, = €4, = 1 pois 0s vetores curvatura média H; e Hy de X,, e X,, sdo futuro-

dirigidos. Se p,, fosse positivo, tomarfamos ¢,, = —1 para garantir que o vetor curvatura
média da superficie £z obtida fosse sempre futuro-dirigido nos pontos em que fosse nao-
nulo.

* A forma explicita de B em |—2, —1[U]1,2[ dependerd do modo como as funcdes i1, P2 e i
decaem, que pode ser complicado. Vide Figura 4.5 (p. 91).

Procedemos entdo a obter mais coroldrios do Teorema 4.3.2:

Coroldrio 4.4.4. Sejam I C R um intervalo aberto e x: I — IR suave. Dado sy € 1, existem 6 > 0 e uma
curva de tipo espago com velocidade unitdria & = (xy,Ya,0,Ws): |50 — 6,50 + 8] — (e3 ) tais que a
superficie w-marginalmente aprisionada ¥, gerada por « (com parametrizagio padrdo x) possui curvatura
Gaussiana dada por K(x(s,0)) = «(s), para todos (s,0) € |so — 9,50 + ] x R. Ademais:

(i) A superficie %, é marginalmente aprisionada em IL* nos pontos onde 1 + (wl,)* — xw? ;é 0. Em tais
pontos, o vetor curvatura média é futuro-dirigido se e somente se x < (1+ (wl)?)/w

(ii) A superficie %, é critica nos pontos onde 1 + (w',)? — xw? = 0.

Demonstra¢dao: Tendo em mente o item (v) da Proposi¢do 4.2. 6 (p. 85), basta tomar uma solugao
positiva wy : |so — J,50 + 0] — R~ da equagdo diferencial w], 4+ xw, = 0. Tomando ¢ constante
eigual a 1, a existéncia de de uma geratriz « com as proprledades dese]adas segue do Teorema
4.3.2 (p. 87). Concluimos notando que p, < 0 é equivalente a x < (1 + (w})?)/w? O

Coroldrio 4.4.5. Nio existem superficies de tipo espago em 1L* invariantes por impulsos, criticas e com
curvatura Gaussiana constante.

Demonstra¢dao: Suponha por absurdo que M seja uma superficie nas condi¢gdes do enunciado,
com curvatura Gaussiana constante K. Pelo Coroldrio 4.4.4 acima, M admite um subconjunto
aberto e denso da forma X,, com a tltima coordenada da geratriz « satisfazendo a equagdo
1+ (w))?* — Kw? = 0 num aberto, o que em particular implica que K > 0. Como K é constante,
w! + Kw, = 0 implica que w,(s) = ajcos(v/Ks + a,), para certas constantes de integragao
a1, a; € R. Mas esta solugdo sé satisfaz a primeira condigdo dada em pontos isolados, nos dando
a contradi¢do procurada. O

Corolario 4.4.6. Uma superficie marginalmente aprisionada em 1* da forma ., possui curvatura Gaus-
siana nula se e somente se, a menos de uma transformagdo de Poincaré, a sua geratriz com velocidade
unitdria & = (X, Ya, 0, wy) é dada por

(i)
_ ms+ap o ]log(ais +az) o log(a1s +a2)
Xo(s) = 71 T <s(s) cos ( €<S)—a1 + CO) + aj sen < s(s)—a1 + §0>) ,

Yal(s) = msta (—s(s) sen (_g(s)log(mH-EIz) + 50) + aq cos (_s(s)log(als%—az) + CO)> e

\/1+a2 n n

Wy (s) = a1s+ap >0,
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onde a1, a,Go € R sdo constantes de integragio, com ay # 0, e € é uma fungdo como no Lema 4.3.1
(p. 86). Neste caso, se x é a parametrizagdo padrdo associada, tem-se

/14 a2
H(x(s,0)) = — 57—~ (—N3(x(s,0)) + €(s)Na(x(s,0))),

2(&15 + az)

ou;

(i)

Xa(s) = €(s)az cos <_Z(2S)S + Co)
(o) = —e(o)msen (11 140) o

Wy (s) =ap >0,

onde az,¢o € R sido constantes de integragio, com ay > 0, e € é uma fungdo como no Lema 4.3.1 (p.
86). Neste caso, se x é a parametrizagio padrdo associada, tem-se

1

H(x(s,0) = 5,

(=N3(x(s,0)) +e(s)Na(x(s,0))).

Observacdo. Em [39], os autores ndo tratam o caso a4; = 0 que discutiremos abaixo.

Demonstragdo: Sendo K = 0, claramente temos w,(s) = a;s + ay para certos a1,4; € R, num
intervalo I C R onde w, seja positiva. Tratemos dois casos:

(i) Suponha que a; # 0. Temos também que /1 + w)(s)2 = /1 + a3. E pelo Lema 4.3.1 (p.
86), existe uma fungdo interruptora ¢ de modo que

Ea(s) :/_S(S) ds — _g(s)w +é,

a8 + ap a,

para algum ¢p € R. Com isto, calculamos

Xu($) :/\/1—|—a%sen <_£(S)log(a1as1—l—az)+€0> ds

_msta (e(s)cos <_£(S)log(u15+az) +§0> + a; sen (_s(s)bg(als—l—az) +Co>> e

\/1+ a2 & n
log(a1s + ay)
Ya(s) :/\/1+a%cos (—s(s)glal—kgo> ds

_mst@m <—€(s) sen (—e(s)bg(a;w + Co) + a1 cos (-8(5)1(”3(”1% + 50))

\/1+a2 1 2

A expressdo para o vetor curvatura média segue diretamente do Teorema 4.3.2.

(ii) Suponha que a; = 0. De modo anéalogo ao feito acima, temos ¢, (s) = —&(s)s /a2 + &o, e dai
Xy (s) = /sen <—8(;)S + Co> ds = ¢(s)ay cos <_sf)s + 50) e
2 2

Ya(s) = /cos <—€(S)S + Co) ds = —e(s)az sen <—8(;2)S + §0> )

ap
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“Ser no entanto essa cavidade,
Mas esses dois longos tracados

Que nunca terminam
De ainda néo ser
Retas que sejam retas.

Saber que isso deve
Levar ao infinito,

Que é bem uma fabula,
Um pais perdido.

- Ser assint6tico
Frente ao infinito?”

Eugene Guillevic (1907-1997)
“Hyperbole” (Euclidiennes)



Apéndice A

Curvas de tipo luz e semi-luz em I’

A.1 Referenciais de Cartan e o Teorema Fundamental

No Teorema 2.2.4 (p. 47), vimos que as subvariedades marginalmente aprisionadas do espago
de Lorentz-Minkowski L2 sdo precisamente as curvas de tipo espago (localmente) contidas em
planos de tipo luz. Com efeito, se &’ possui velocidade unitaria, temos que II(a/,&’) = Ho,
de modo que uma curva é marginalmente aprisionada se e somente se possui Segunda Forma
Fundamental de tipo luz em todos os pontos.

Neste apéndice, mostraremos que tais curvas podem ser caracterizadas por um tinico inva-
riante. Isto é andlogo ao chamado Teorema Fundamental das Curvas estudado na teoria cldssica de
curvas e superficies em IR3. Tal resultado utiliza dois invariantes (curvatura e torgio) para classi-
ficar totalmente as curvas em R?, a menos de isometrias.

Em I3, para uma certa classe de curvas, recuperamos esta classificacdo. Fixe de uma vez por
todas, neste apéndice, um intervalo aberto I C IR. Todas as curvas aqui serdo supostas suaves,
como de praxe.

Defini¢do A.1.1. Seja a: I — IL? uma curva parametrizada. Diremos que « é admissivel se:
(i) « ébi-regular, ou seja, {&'(t), & (t)} é linearmente independente para todo t € I.
(ii) ambos &'(t) e span {&'(t), & (t)} ndo s&o de tipo luz, qualquer que seja t € I.

Observacio. Note que esta definigio faz sentido em R e, neste contexto, toda curva com ve-
locidade unitdria que ndo seja uma reta é automaticamente admissivel. Deste modo, supor que
todas as curvas a serem estudadas sdo admissiveis ndo é realmente uma hipétese muito forte.

Para tais curvas, definem-se um Triedro de Frenet-Serret (T, (t), Ny(t), B4(t)) em cada ponto
«(t), uma curvatura x, e uma tor¢ao 7,, como na teoria usual. E dai temos o:

Teorema A.1.2 (Teorema Fundamental para Curvas Admissiveis). Sejam «,T : I — R fungoes
continuas, com Kk positiva, p, € I3,sg€le (To, No, Bo) uma base ortonormal positiva de I.3. Entdo
existe uma vnica curva o : I — 1% admissivel e com velocidade unitdria tal que

° 0‘(50) = Py
* (Tu(s0), Na(s0), Bu(s0)) = (To, No, Bo);
* «x(s) = x(s) e Ta(s) = T(s), para todo s € I.

Detalhes da construgdo do Triedro de Frenet-Serret para curvas admissiveis e uma demons-
tragdo deste resultado encontram-se no Capitulo 2 de [27].

As curvas que sdo marginalmente aprisionadas em I3 claramente ndo estio contempladas
nesta versdao do Teorema Fundamental. Sendo assim, faz-se necessdria uma nova construgao
analoga, para tais curvas. O tratamento de certas curvas de tipo luz pode ser incluso no que
faremos a seguir sem maiores dificuldades. Para isso, comecamos registrando um fato geral:
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Proposicdo A.1.3 (Arco-féton). Sejam (M, (-, -)) uma variedade Lorentziana e ac: I — M uma curva
de tipo luz tal que ||(Da’ /dt)(t)|| # O para todo t € 1. Entdo a admite uma reparametrizaciio por arco-
toton, ou seja, existem um intervalo aberto | C R e um difeomorfismo h: | — I tal que & = & o h satisfaz
| (D& /d)(¢)]| = 1 para todo ¢ € J.

Demonstragdo: Uma tal fungdo h deve satisfazer a(¢) = a(h(¢)), para todo ¢ em algum inter-
valo aberto, de modo que podemos derivar tal expressdo duas vezes, obtendo

= O () (@) + o (@) (9).

Como « é de tipo luz, temos que (D&’ /dt)(h(¢)) e a’ (h(¢$)) sdo sempre ortogonais. Ainda, sendo
M Lorentziana, a condicdo || (D&’ /dt)(h(¢))| # 0 nos diz que (Da’/dt)(h(¢$)) é sempre de tipo
espago. Assim, aplicando (-, -) na equagdo acima, obtemos

1= (S o)), S bl Yo'

e portanto 1'(¢) = ||(Da’/dt)(h(¢))|~!/2. Esta é uma equagio diferencial de primeira ordem
que depende continuamente de /1, de modo que fixados ¢y € ] e ty € I, existe uma tinica solugdo
satisfazendo h(¢y) = to. Garantida a existéncia de h, podemos utiliza-la para definir & com as
propriedades desejadas. O

Observac¢ao. Do mesmo modo que ocorre para parametros comprimento de arco, mostra-se que
se ¢1 e ¢, sdo parametros de arco-féton para uma dada curva de tipo luz «, entdo vale que
$1(t) = £¢o(t) +a paraalguma € R.

No que se segue, eventualmente utilizaremos os produtos de R® e I.3 simultaneamente. Se-
guiremos a notagdo adotada em [27], denotando objetos Euclideanos e Lorentzianos com indices
E e L, respectivamente (por exemplo, (-, )y e Xp).

Exemplo A.1.4. Considere a hélice a: R — I3 dada por a(t) = (rcost,rsent,rt), onde r > 0.
Claramente o vetor &'(t) = (—rsent,rcost,r) é de tipo luz para todo t € R, de modo que «
é uma curva de tipo luz. Ainda, «”(t) = (—rcost, —rsent,0) satisfaz ||&”(t)||L = r, e assim
é possivel encontrar um parametro arco-féton para «. Basta entdo resolver a simples equacdo
diferencial h'(¢) = 1/+/r. Assim, & definida por

0 () o ()0

é uma reparametrizacao de a por arco-féton.
Observacao. Em vista da Proposicdo A.1.3 acima, suporemos também daqui em diante, que:

(a) todas as curvas tratadas sdo bi-regulares (em particular, estamos excluindo o caso em que &
é um raio de luz);

(b) todas as curvas estdo parametrizadas com velocidade unitdria ou por arco-féton.

Definicdo A.1.5. Uma curva a: I — L% com velocidade unitéria é dita de tipo semi-luz se o plano
osculador span {a’(s),a” (s) } de a é degenerado (e, portanto, & (s) é de tipo luz) para todo s € I.

Note que toda curva de tipo semi-luz é necessariamente de tipo espago. Veremos adiante
(no Teorema A.1.15, p. 104) que as imagens de tais curvas sao precisamente as subvariedades
marginalmente aprisionadas em I.>. Para este fim, precisamos de um referencial conveniente:
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Defini¢do A.1.6. Sejaa: I — .3 uma curva de tipo luz ou semi-luz. Definimos os vetores tangente
e normal & & por

respectivamente.

Para organizar a discussao, ndo escreveremos os parametros s ou ¢ explicitamente (a fim de
tratar os casos luz e semi-luz simultaneamente). Além disto, decretando que indicadores de ve-
tores de tipo luz sdo zero (e portanto estendendo a Defini¢do 1.1.2, p. 8), introduzimos a seguinte
defini¢ao:

Definicdo A.1.7. Seja «: I — IL? uma curva de tipo causal constante.
(i) Oindicador de a é definido por €4 = €t ();
(ii) O co-indicador de & € definido por 17, = €n, (1);

Ou seja, uma curva de tipo luz satisfaz (eq, #7,) = (0,1) e uma curva de tipo semi-luz satisfaz
(€x,Mx) = (1,0). Buscamos um terceiro vetor B,, de tipo luz, tal que a base (T4, Ny, By) de I3
seja pelo menos positiva. Como esperado, chamaremos B, de vetor binormal a . Para encontré-lo,
precisamos do conceito de orientabilidade para planos de tipo luz. Recorde que um vetor v € I"
de tipo tempo ou luz é futuro-dirigido (resp. passado-dirigido) se (v, e,); < 0 (resp. (v,e,); > 0),
onde e, = (0,...,1) é o ultimo vetor da base candnica.

Em geral, podemos definir a orientagdo de uma base (v, w) de um plano degenerado em
termos de uma escolha de um vetor n euclideanamente normal ao plano. Mais precisamente,
diremos que (v, w) é positiva se (v, w, n) é uma base positiva de I3, para n futuro-dirigido. Se v é
de tipo luz e w é unitério, temos que v X w é de tipo luz e paralelo a v. Escrevendo v x w = Av
para algum A € R, analisamos o sinal de A como se segue:

(%/“\
S
~_

«3+ &
*
°

(a) (v, w) positiva (A < 0) (b) (v, w) negativa (A > 0)

Figura A.1: Orientagdes de um plano degenerado.

Deste modo, se (v, w) é positiva entdo A < 0 e, analogamente, se (v, w) é negativa temos
A>0.

Voltando a construgdo da base (T, N,, By): podemos supor, a menos de uma reparametri-
zagdo, que a base (T, Ny) € positiva. Nesse caso, para determinar o vetor B,, que serd de tipo
luz, precisamos saber também os valores de (T,, By); e (Ng, By);. Em vista da discussdo acima,
um destes valores deve ser 0 (para ser ortogonal ao vetor de tipo espago) e o outro —1 (para ser
linearmente independente com o vetor de tipo luz). Qual serd zero e qual serd —1 naturalmente
dependera do tipo causal da curva «. Escolhendo B, tal que (T, By); = —7ja € (No, Ba); = —€x
tratamos ambos os casos simultaneamente, e dai temos a:
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Proposigdo A.1.8. Seja « : [ — 1.3 uma curva de tipo luz ou semi-luz. A tripla (Ty, Ny, By) é uma base
positiva de 1.3.

Demonstragdo: Devemos mostrar que det(T,, N,, B,) > 0. Faremos aqui apenas o caso €, = 0
e 17, = 1, sendo o outro anélogo.

Escrevendo B, (¢) na base (Tu(¢), Nu(¢), Ta(¢) x£ Nu(¢)), vemos que a tnica componente
de B, (¢) relevante para o determinante pedido é a na direcdo de T,(¢) X Ny (¢), digamos que
seja u(¢)Tu(¢) Xg Ny (¢). Dai temos

det(To(¢), Na(¢), Ba(@)) = () det(Ta(¢), Nu(), Ta($) X £ Na(¢)),

>0

de modo que s6 nos resta verificar que p(¢) > 0. A discussdo ilustrada pela Figura A.1 nos

diz que Ty (¢) X1 Nu(¢) = A(¢p)Ta(¢) para um certo A(¢) < 0 (pois a base (T,(¢), Nu(¢)) €
positiva). Aplicando Id; ; nesta igualdade segue que

To(¢) XE Nu(¢) = Ida1 (Ta(§) X1 Nu(¢)) = Ald1 Ta () =
= (Ta(¢) XENa(¢),1d21Ta(¢))p <O.

Finalmente, como T, (¢) e N, (¢) sdo Lorentz-ortogonais a T, (¢), vale que

—1 = (Ba(), Tu(9)), = p(¢) (Tu(¢) ¥ Na(¢),Id21 Ta(9)) .,
e concluimos que y(¢) > 0. O

Assim, o referencial (T,, Ny, By) é chamado referencial de Cartan da curva .

Geometricamente, quando a curva é de tipo luz, a situagdo é a seguinte: o vetor N, (¢) é de
tipo espago, e portanto seu complemento ortogonal é um plano de tipo tempo que corta o cone de
luz em dois raios de luz, um deles na dire¢do de T, (¢). Assim, o vetor binormal estd na dire¢do
do outro raio de luz em N, (¢)*, sendo determinado pela equagdo (B4 (¢), Ta(¢)); = —1. Uma
interpretagdo andloga vale quando a curva é de tipo semi-luz.

Naturalmente, estamos interessados em saber como um dado vetor se escreve em termos do
referencial de Cartan, de forma andloga a expansdo ortonormal (Lema 1.1.7, p. 10):

Lema A.1.9. Sejam a: [ — 1.3 e v € 1.3. Entdo:

(i) se a éde tipo luz, temos

v =—(0,Bu(¢)); Ta(¢) + (v,Nu(¢)); Nu(@) — (v, Tu(9)); Ba(¢),
para todo ¢ € I;

(ii) se w é de tipo semi-luz, temos
v = (v, Ta(s)); Ta(s) — (v, Bu(s)); Na(s) — (v, Na(s)); Ba(s),
para todo s € I.

Demonstragao: Trataremos ambos os casos de uma vez, notando que €, = €,, 1J; = 1, para
todon > 1, €41, = 0 e €4 + 1, = 1, sempre. Estas observagdes seguem do fato de que as tinicas
possibilidades sdo (€4,7,) = (1,0) e (€x,72) = (0,1). Recorde que ainda estamos supondo
(Tx, Ny ) positiva.
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Dito isto, escreva v = aT, 4+ bN, + c¢B,. Aplicando todos os produtos possiveis nos dois
lados desta igualdade, e ja organizando as expressdes obtidas em forma de matriz, temos

(v, Ta); € 0 —7a a
(v,Nu); | = 0 o —€a b
(v,Ba); —Na —€x O c

Segue das observagodes feitas logo acima que a inversa desta matriz de coeficientes existe, e é a
propria, de modo que

a € 0 —7a (v, Ta);
b| = 0 N —€u (v,Na)1
c —1y —€x O (v,Ba);
Particularizando, concluimos o lema. O

Antes de aplicar o Lema A.1.9 acima para as derivadas dos vetores no referencial de Cartan,
temos a:

Defini¢do A.1.10. Seja a: [ — IL® uma curva de tipo luz ou semi-luz. A pseudo-tor¢io de « é dada
por B, = — (N}, B,),.

Observagao. Note que a pseudo-tor¢do é preservada por isometrias positivas. Além disto, na
literatura, objetos andlogos a nossa pseudo-tor¢ao também sdo chamados de curvaturas de Cartan
de & (veja por exemplo [38] e [47]).

Teorema A.1.11. Seja a: I — I3 uma curva de tipo luz ou semi-luz. Entdo vale que

T 0 1 0 T,
N:x = | "a Oy €40y Na Ny
B:x €n NaOn —€aOq B,

Observagao. Explicitamente, as matrizes de coeficientes quando « € de tipo luz ou semi-luz sao,
respectivamente,

0 1 0 0 1 0
Bu(@) 0 1| e [0 Bu(s) O
0 Bulp) O 1 0 —Bu(s)

Demonstragdao: A primeira equacdo é a definigdo do vetor normal. Para a segunda equacéo,
aplicando o Lema A.1.9 interpretando N, como um vetor coluna, temos:

€u 0 —7a (Na Ta)
N, =10 e —€a (N, Ng);
—fa —€x 0 (NG Ba)
€n 0 e Uu) 7704%«
= 0 Nu —€y 0 = ea%tx ’
—Ma —€x 0 —Ou Ma

e assim obtemos a segunda linha da matriz dos coeficientes do enunciado. Analogamente para
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B, temos:
Ca 0~ (B, Ta)
Bnlx = 0 Me  —€a (B, Nu)r
—MNe —€x O (B, Ba)p
€ 0 —7a €n €
= 0 N —€y %u = Wa%a
—a —€x 0 0 —€4 Oy
e obtemos a tltima linha. O

Observagdo. Suponha que « é de tipo semi-luz. Definindo os campos L (&(s)) = v/2N,(s) e
L_(a(s)) = —+/2B,(s), obtemos um referencial de Penrose 2-normalizado e normal a &, como
no Capitulo 2. Seguindo a nota¢do da observagéo feita na p. 43, vemos do Teorema A.1.11 acima
que os escalares de expansio de luz séao dados por 6, = 0e §_ = —+/2, de modo que a imagem
«[I] é uma subvariedade marginalmente aprisionada em IL°. Segue entdo do Teorema 2.2.4 (p.
47) que toda curva de tipo semi-luz em I.? é plana e est4 contida em um plano de tipo luz. No
Teorema A.1.15 (p. 104) adiante damos outra demonstragdo deste fato, mais adequada para este
contexto.

Exemplo A.1.12. Seja r > 0 e considere a curva a: R — I3 dada por

=) () )

Vimos no Exemplo A.1.4 (p. 98) que « é de tipo luz e parametrizada por arco-féton. Temos
Tu(p) = &' (¢p) = (—ﬁsen <j;) ,\/T cos <j;> ,ﬁ) e
Ny (¢) = &’ (¢) = (—cos (\%) ,— sen (\%) ,0) )

Para calcular B, (¢), note que o produto vetorial Euclideano

Ta(¢) XgNy(¢) = <\/?sen (\%) ,—\/T cos (\%) , ﬁ)

visto em I.? é de tipo luz e futuro-dirigido, de modo que a base (T, (¢), N, (¢)) é sempre po-
sitiva e ndo é necessdrio reparametrizar a. Além disso, neste caso temos uma particularidade:
Ta(¢p) xE Ny (¢) é também Lorentz-ortogonal a N (¢). Isso nos diz que B, (¢) deve ser um mul-
tiplo positivo de T, (¢) x g Ny (¢). Para que tenhamos (B4 (¢), To(¢)); = —1, basta tomar

w0 (o () o () )

E finalmente temos:

Ba(9) = — (NL(9), Ba(9)), = —. se? (\‘%) - L cos? (j’;) ro=-L

Os dois préximos resultados ilustram algumas das diferengas entre 6, e T,.
Teorema A.1.13. As tinicas curvas de tipo luz planas em 13 siio raios de luz.

Demonstragao: E claro que raios de luz sdo curvas planas e que se « ndo é um raio de luz, entdo
admite uma reparametrizagdo por arco-féton. Assim, é suficiente ver que se &: [ — I3 é uma
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curva de tipo luz parametrizada por arco-féton e (x(¢) — p,v); = 0 para todo ¢ € I, para certos
p,vE I3, entdo v = 0. De fato, derivando a expressdo dada trés vezes obtemos

(Tu(@), ), = (Nu(¢),0) = Bu(¢) (Ta(¢),v) + (Ba(9),v), = 0.
Pelo Lema A.1.9 (p. 100) segue que v = 0. O

Exemplo A.1.14. Seja f: I — IR uma fungdo suave com derivada segunda estritamente positiva
e considere a: [ — 1> dada por
a(s) = (s, f(s), f(5)) -

Vé-se que « é de tipo semi-luz com

To(s) = &'(s) = (L f'(s), f'(s))
Nu(s) = a”(s) = (0, f"(s), f"(s)) -
Temos que
Ta(s) e Na(s) = (0, —f"(s), f"(5))

é de tipo luz e futuro-dirigido, de modo que (T,(s), N, (s)) é positiva.
Buscamos B, (s) = (a(s),b(s),c(s)) de tipo luz, ortogonal a T, (s) e tal que (Bx(s), Nu(s)); =
—1. Explicitamente, temos:

+b(s)? —
)+ ’(S)(b(S) ( ) =0
f”( )(b(s) —c(s)) =-1

Substituindo a terceira equagdo na segunda segue que a(s) = f'(s)/f"(s). Com isto, a primeira
equagao se torna

—c(s s c(s)) = SZ—Cszz_f/(S)z . CS:f/(S)Z
(b(s) = c(s))(b(s) +c(s)) = b(s)” —c(s) F1(s)2 — b(s) 4 c(s) oL

ap0s usar a terceira equagdo novamente. Obtemos entao

Bu(s) = 1(  2f(5),fR -1 f s+ 1).

2f"(s

Finalmente, temos que

f/// (S)
%a(s) = - <N;(S), Ba(s)>L = f”(S) :
Em particular, veja que « estd contida no plano de tipo luz II: y —z = 0, mas pode-se tomar
fungdes f para as quais sua pseudo-tor¢do seja ndo-nula.

O Exemplo A.1.14 acima ja nos diz que em geral, a pseudo-tor¢do de uma curva de tipo semi-
luz ndo é uma medida do quanto a curva deixa de ser plana. Vejamos entdo como a pseudo-tor¢ao
controla o comportamento local da curva. Para curvas admissiveis, o sinal da tor¢do influencia
como a curva cruza o seu plano osculador (veja [27]), mas isto ndo vale para curvas de tipo luz
ou semi-luz, considerando-se a pseudo-tor¢ao. De fato, sendo «: I — L3 de tipo luz e assumindo
que 0 € I e «(0) = 0, temos a férmula de Taylor

2 3
x(9) = 9o/ (0) + T-a"(0) + La(0) + R(9),
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onde R(¢)/$> — 0 quando ¢ — 0. Reorganizando, para F = (T4(0), N, (0), B,(0)) temos

3 2 3
lg)-r(@) = (p+ 005 5 5)

Projetando, independente do sinal de 6,(0), temos:

Ag, 0 A B.(0)

(@) A curva (b) Projegiio no plano normal (c) Projegdo no plano retificante
Figura A.2: A forma candnica local de .

Observamos que aqui, mesmo que os vetores do referencial de Cartan ndo sejam dois a dois
ortogonais, ainda tomamos a liberdade de representa-los da forma acima, uma vez que para
efeitos qualitativos, s6 é relevante que eles sejam linearmente independentes. Assim, concluimos
que qualquer que seja o sinal da pseudo-torcado, a curva sempre cruza o seu plano osculador no

sentido do seu vetor binormal.
Ja se « for de tipo semi-luz, teremos

s? $
a(s) —R(s) = (s, = +©.(0)—,0) .
2 6" ) r
Esta expressdo e o Exemplo A.1.14 sdo fortes indicativos de que a situa¢do envolvendo curvas
de tipo semi-luz na verdade é muito mais extrema:
Teorema A.1.15. Toda curva de tipo semi-luz é plana e estd contida em um plano de tipo luz.

Demonstragdo: Sendo a: [ — I3 uma curva de tipo semi-luz, buscamos p,v € I3, com v de
tipo luz, tais que (a(s) — p,v); = 0 para todo s € I. Se isto acontecer, derivando duas vezes
obtemos (N,(s),v); = 0, e concluimos que v deve ser paralelo a N, (s) (dois vetores de tipo luz
ortogonais sdo paralelos). Motivados por isto, buscamos uma fun¢do A: I — R suave tal que
v = A(s)N,(s) seja constante. Isto nos leva a

0 = (A'(s) +Bu(s)A(s))Na(s),
para todo s € I. Defina v deste modo tomando

A =exp (- [ @),

para algum sy € I fixado. Por construgdo, v é constante e podemos entdo tomar p = «(s). Feito
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isso, a justificativa de que tais p e v satisfazem o pedido é a usual: considere f: I — R dada por
f(s) = (a(s) — a(sp), v),. Claramente f(sg) = 0e f'(s) = (Tu(s),v), = O0paratodos € I. O

Assim, os teoremas 2.2.4 e A.1.15 estabelecem que as subvariedades marginalmente aprisio-
nadas em I.? sdo precisamente as curvas de tipo semi-luz.

Observagao. Para obter mais informagdes, poderiamos prosseguir com a nossa anélise da forma
candnica local dada acima, considerando a tinica projecio relevante: a curva y: I — R? dada
por

v(s) = (ssz2 + ﬁ(@i) :

Seria natural procurarmos uma relagdo entre a curvatura de 7y em 0 e a pseudo-tor¢gdo 6,(0).
O detalhe, entretanto, é que como T, (0) é de tipo espago, N,(0) é de tipo luz e sdo ortogonais,
para estudar ¢ devemos considerar o produto dado por (((x1,x2), (y1,¥2))) = x1y1 (ou, em ou-
tras palavras, a métrica de I* induzida no plano de tipo luz que contém «). Sendo tal métrica

degenerada, a expressao
det(7'(s), 7" (s))

/ 3
1" (s)l
ndo pode ser interpretada como a curvatura de 9. Com efeito, ndo ha uma nogdo razoavel de
curvatura neste contexto, ja que:

=1+ B,(0)s

e toda curva da forma (s, f(s)), onde f é uma fungdo suave, pode ser levada no eixo x via
a fungdo F: R?> — R? dada por F(x,y) = (x,y — f(x)). A derivada DF(x,y) é uma trans-
formacao linear ortogonal com respeito a ((-, -)) e, portanto, F seria uma “isometria” deste
plano!. Ou seja, todos os gréficos de fungdes suaves seriam congruentes. Dado que toda
curva de tipo espago pode ser parametrizada como grafico sobre o “eixo x” e as de tipo
luz sdo retas verticais, vemos que ndo é possivel ter um invariante geométrico associado a
cada curva.

* para métricas degeneradas, em geral perde-se a unicidade da conexdo de Levi-Civita (livre
de torgdo e que paraleliza a métrica). A conexdo de Levi-Civita V da métrica usual de R?
é também “uma” conexdo de Levi-Civita para o plano degenerado (R?, {(-,-))) agora con-
siderado. Por exemplo, mostra-se que a conexdo V definida por VxY = VxY + (X, Y))d,
é outra conexdo de Levi-Civita. Assim, diferentes “conexdes de Levi-Civita” ddo origem a
diferentes geometriasz, e ndo hd mais uma conexdo canodnica. Em outras palavras, ao bus-
car invariantes, ndo ha motivo para preferir ¢/ = V.,,9/ a V.9, onde V é qualquer outra
conexdo de Levi-Civita para a métrica.

Felizmente, os pontos levantados acima ndo sdo um empecilho para cumprimos o prometido:

Teorema A.1.16 (Teorema Fundamental, segunda versdo). Sejam 6: I — R uma fungdo continua,
po € L3, s0,¢0 € I e (To, No, By) uma base positiva de 1> tal que By é de tipo luz e (To, No) seja uma
base positiva de um plano de tipo luz. Entdo:

(i) se Ty é de tivo luz, Ng é unitdrio e (Ty, Bo), = —1, existe uma vinica curva a: I — 13 de tipo luz
P L p
parametrizada por arco-foton tal que

* a(do) = py

!Na verdade, todas as “isometrias” sio da forma F(x,y) = (£x + ¢, g(x,y)) para algum c € R e g suave tal que a
derivada parcial dg/dy nunca se anule.

2Mas, incrivelmente, é possivel que duas métricas pseudo-Riemannianas distintas possuam a mesma conexao de
Levi-Civita. Por exemplo, se (M, (-, -)) é uma variedade Riemanniana e ¢: M — R é suave, com Hessiano covariante
identicamente nulo e [|grad ¢ # 1, (,-), = (-, ) — dp ® dp € uma métrica pseudo-Riemanniana cuja conexdo de
Levi-Civita é a mesma que a da métrica original: V¥ = V. Prova: férmula de Koszul.
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* (Ta(¢0),Na(¢0), Ba(¢0)) = (To, No, Bo);
* By (¢p) = B(p) para todo ¢ € I.

(ii) se To é unitdrio, N é de tipo luz e (No, Bo); = —1, existe uma tinica curva a: I — L3 de tipo
semi-luz tal que

* a(so) = py
® (Ta(s0),Na(s0),Ba(so)) = (To, No, By);
* B,(s) =B(s) paratodos € I.

Demonstracido: Trataremos apenas o primeiro caso. Como na demonstra¢do do Teorema Funda-
mental anterior, considere o seguinte problema de valor inicial em R:

T'(¢) 0 10\ (T(¢)
N'(¢) | =|®¢) 0 1[]|N(9)
B'(¢) 0 o(¢) 0/ \B(9)

e (T(¢o),N(¢o),B(¢o)) = (To, No, Bo).

Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade para sistemas de equagdes diferenciais ordindrias, existe
uma tnica solucéo (T(¢), N(¢), B(¢)) do sistema. Afirmamos que tal solugéo continua satisfa-
zendo as condigdes da hipotese para todo ¢ € I, isto é: T(¢) e B(¢) sdo de tipo luz, N(¢) é
unitario e ortogonal a B(¢), e ainda vale que (T(¢), B(¢)); = —1. Com efeito, consideramos
agora o seguinte problema de valor inicial para a curva a : [ — R®:

{a/w) = A(p)a(9),
a(¢o) = (0,1,0,0,—1,0)

onde
0 0 0 2 0 0
0 0 0 276(¢) 0 2
_ 0 0 0 0 0 26(¢)
AD =130 1 0 o 1 0
0 0 0 B(¢) 0 1
0 Bp) 1 0 Blg) 0

Se as coordenadas de a(¢) sdo os produtos escalares® entre os vetores T(¢), N(¢), B(¢), solucdes
do problema de valor inicial anterior, concluimos que o vetor constante ag = (0, 1,0,0, -1, 0) éa
tinica solugdo com as condigdes iniciais dadas, donde segue-se nossa afirmagao.

Feito isto, definimos ,

(@) = po+ " T(Z)dg.

Claramente temos a(¢o) = p, e &'(¢) = T(¢), donde a é de tipo luz. Derivando novamente
obtemos «”(¢) = N(¢), de modo que « estd parametrizada por arco-féton. Assim temos que
Tu(¢p) = T(¢) e Nu(¢) = N(¢), e a positividade de todas as bases envolvidas nos garante que
B.(¢) = B(¢) também.

Com isto, derivar Ny (¢p) = N(¢) nos dé

Bu(@)Tu(P) + Ba(¢) = B(¢)T(9) + B(¢),
e das igualdades anteriores obtidas segue que 6,(¢) = B6(¢) para todo ¢ € I.
*Emordem, a(¢) = ((T(¢), T(¢)).,(N(9),N(¢)),, (B(9), B(@)), (T(¢), N(@)).,(T(¢),B(¢)),, (N(¢),B(9))L)-
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Finalmente, para verificar a unicidade de &, suponha que B: I — I3 seja outra curva de tipo
luz, parametrizada por arco-féton tal que a(¢o) = B(¢o), tendo o mesmo referencial de Cartan
que & em ¢, e com a mesma pseudo-tor¢do em todos os pontos. Tais condi¢gdes implicam que
ambos (Ty(¢), Nu(¢), Ba(¢)) e (Tg(¢), Ng(¢), Bg(¢)) sdo solugdes de um mesmo problema de
valor inicial, e segue disto em particular que T,(¢) = Tg(¢) para todo ¢ € I, de modo que
« e B diferem por uma constante. Mas a(¢o) = B(¢o) garante que tal constante é zero, donde
concluimos a unicidade desejada. O

Corolario A.1.17. Duas curvas, ambas de tipo luz ou semi-luz, cujos planos osculadores estejam posi-
tivamente orientados as quais tenham mesma pseudo-tor¢io diferem por uma transformagdo de Poincaré
positiva de 1.3.

Demonstracio: Sejam «,B: I — IL° duas curvas como no enunciado. Fixe qualquer ¢, € I.
Como as bases para os planos osculadores sdo positivamente orientadas, as bases de Cartan
para as duas curvas estdo nas condi¢des da Proposicao 1.1.19 (p. 14), que nos permite obter
F € E1(3,R), tal que F(a(tg)) = B(to), DF(a(to))(Ta(to)) = Tg(to), e analogamente para N
e B. Tal F é na verdade positiva (pois sua parte linear leva uma base positiva em outra base
positiva, ou seja, ¢ um elemento de Of *(3,R)), e portanto preserva pseudo-tor¢des, de modo
que as curvas F o w e B estdo agora nas condi¢des do Teorema A.1.16 acima. Concluimos que
B = F o &, como queriamos. O
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1-formas de conexao, 57
2-formas de curvatura, 57

Arco-féton (parametro), 98

Base positiva (para um plano de tipo luz),
99

Caréter causal, 8
Co-indicador de uma curva, 99
Cone de luz, 8
Conexao
de Koszul, 21
de Levi-Civita, 25
normal, 32
Contragdo (de um tensor), 22
Coordenadas de Rindler, 69
Curva
admissivel, 97
bi-regular, 97
Curvatura
de Cartan, veja também pseudo-torcao
de Ricci, 27
de Riemann, 26
escalar, 27
extrinseca, 30
Gaussiana, 27
geodésica, 68
normal, 32
seccional, 27

Derivacao tensorial, 22
Derivada covariante (de um campo
tensorial), 23
Derivada exterior, 58
Desigualdade
de Cauchy-Schwarz reversa, 12
triangular reversa, 12

Escalares de expansao de luz, 44
Espaco

de anti-de Sitter, 21

de de Sitter, 21
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de Lorentz-Minkowski, 8

de nulidade relativa, 59

pseudo-Euclideano de indice v, 7
Exponencial (de Riemann), 62

Fibrado
normal, 29
vetorial, 21
Forma Canoénica Local
de uma curva de tipo luz, 104
Formas espaciais pseudo-Riemannianas, 27
Fungao
de isotropia, 50
harmoénica, 28
Futuro-dirigido, 99

Gradiente (de uma fungao suave), 24
Gram-Schmidt, processo de, 11
Grupo

de Klein, 16

de Lorentz, 14

de Poincaré, 14

Hessiano covariante, 23
Horocirculo, 69

Identidade

de indice v, 7

de Bianchi (primeira), 26

de polarizacdo, 14
Imersao isométrica, 29
Indicador

de um vetor, 8

de uma curva, 99
Indice (de uma forma bilinear), 7
Isometria

(de R}), 13

(entre variedades

pseudo-Riemannianas), 27

Isomorfismos musicais, 23

Laplaceano, 28
Lei da Inércia - Sylvester, 10
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Lema de Riesz, 10

Métrica pseudo-Riemanniana, 20
Movimento rigido, veja também isometria

Norma, 7

Operador de Weingarten, 30
Ortocroénico, 16

Partes espacial e temporal, 15
Passado-dirigido, veja também
futuro-dirigido

Plano osculador, 98
Primeiro espaco normal, 54
Produto

distorcido, 21

escalar, 7

semi-direto (de grupos), 14

vetorial, 17
Pseudo-torgéo, 101

Recobrimento pseudo-Riemanniano, 55
Referencial

de Cartan, 100

de Penrose, 41

Simbolos de Christoffel, 25
Soma de Whitney, 29
Subvariedade
w-marginalmente aprisionada, 35
critica, 35
isotropica, 50
marginalmente aprisionada, 35

pseudo-umbilica, 31
totalmente geodésica, 30
totalmente umbilica, 31

Tensor de tipo curvatura, 51
Teorema
Fundamental para Curvas Admissiveis,
97
Fundamental para curvas de tipo luz e
semi-luz, 105
Tipo
causal, 8
espaco, 8
luz, 8
semi-luz, 98
tempo, 8
Trago de uma aplicagdo bilinear., 19
Transformacao
de Lorentz, 14
de Poincaré, 14
Triedro de Frenet-Serret, 97

Variedade
diferencidvel, 20
pseudo-Riemanniana, 20
Vetor
Binormal, 99
curvatura média, 30
Normal, 99
Tangente, 99

Warped product, veja também produto
distorcido
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